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Abstract

As a contribution to the study of the quality of breathing air and the need to quantify its general
and specific characteristics, this dissertation discusses the diffusion of polluting material from static
and mobile sources recorded in the network of air quality stations of Bogoté, postulating a spatio-
temporal predictive model based on imputation (MissForest) and prediction (Spatial Autoregressive
Hilbert (SARH (1))) methodologies. These procedures made it possible to spatially configure the do-
main of the diffusion variables, as well as generate the concentration surfaces of particulate matter
(PMs5) and its temporal evolution, predicting the respective values of the missing stations in the city.
From this approach, the prediction efficiency of the model and its applicability in financial, economic,
biological, environmental phenomena, among others, with diffusive characteristics and low resolution,
are concluded.

Keywords— MissForest, Spatial Autorregressive Hilbert, particulate matter, diffusion, Hilbert space
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Resumen

Como contribucion al estudio de la calidad del aire respirable y la necesidad de cuantificar sus caracteristicas
generales y especificas, en el presente trabajo de grado se discute la difusion de material contaminante proveniente
de fuentes estaticas y moviles registrado en la red de estaciones de calidad del aire de Bogoté, postulando un
modelo predictivo espacio-temporal a partir de las metodologias de imputacion (MissForest) y de prediccion
(Spatial Autorregressive Hilbert (SARH (1))). Estos procedimientos permitieron configurar espacialmente el
dominio de las variables de difusion, asi como, generar las superficies de concentracion de material particulado
(PMsy5) y su evolucion temporal, prediciendo los valores respectivos de las estaciones faltantes en la ciudad. A
partir de esta aproximacion se concluye la eficiencia de prediccion del modelo y su aplicabilidad en fené6menos
financieros, econémicos, biologicos, ambientales, entre otros, con caracteristicas difusivas y baja resolucion.

Palabras Claves— MissForest, Spatial Autorregressive Hilbert, material particulado, difusion, espacio de
Hilbert
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Introduccion

En los campos del conocimiento existen diversas probleméaticas que se relacionan implicitamente pues presen-
tan comportamientos y caracteristicas similares. Un caso particular de estas problemaéticas relacionadas es en
donde se involucran variables que se comportan como una sustancia difundiéndose a través de un fluido, como
el caso de la concentracion de material particulado en el aire del drea metropolitana de Bogota Instituto de
Hidrologia [2012]. La necesidad creciente de la prediccion 6ptima de estas variables como soporte para la toma
de decisiones en temas preventivos, correctivos, inversion, riesgo, entre otras, direcciona a la busqueda de solu-
ciones estadisticas. La incertidumbre juega un papel fundamental en estas soluciones, por tanto, el objetivo es
minimizarla tanto como sea posible. La estadistica, gracias a los aportes de algunos autores, ha adoptado dife-
rentes modelos de prediccion que cumplen con esta minimizacién de la incertidumbre. Dicho esto, para variables
con las caracteristicas mencionadas, se proponen, como modelos adecuados, los modelos espacio temporales vy,
ahora en la era digital, técnicas de Machine Learning.

En la rama del modelado estadistico Ruiz-Medina [2011] en su trabajo Spatial functional prediction from
spatial autoregressive Hilbertian processes, propone un modelo de prediccion espaciotemporal funcional basada
en la diagonalizacion del parametro de un proceso SARH(1), el cual lo aplica en unos datos simulados y
unos reales. En los datos reales se tiene la temperatura media anual de la superficie del océano en diferentes
locaciones. En la validaciéon cruzada encuentra que el Error Absoluto Medio se encuentra en el orden de 10-
1 que es relativamente alto y no suficiente para tener confiabilidad en la prediccion de esta variable. Luego,
Ruiz-Medina and Espejo [2012], en su trabajo colaborativo Spatial autoregressive functional plug-in prediction
of ocean surface temperature, juntan sus esfuerzos para continuar en la bisqueda de una confiabilidad mas alta
y proponen un complemento a su anterior modelo. En este calculan los estimadores basados en momentos de
los operadores presentes en el proceso por medio de proyeccién en una base ortogonal adecuada considerando la
diagonalizacion de la base de la funcion propia del operador de autocovarianza. Asi, con datos recolectados por
las estaciones meteorologicas ubicadas en el océano hawaiano, el modelo complementado refleja en la validacion
cruzada Errores Absolutos Medios en el orden de 1072 en su mayoria de nodos, siendo asi un modelo que
minimiza atin mas la incertidumbre, indicando que se puede mejorar aiin mas.

Por otro lado, Kaminska [2018] en su trabajo The use of random forests in modelling short-term air pollution
effects based on traffic and meteorological conditions: A case study in Wroctaw, utiliza una técnica de machine
learning llamada Random Forest para modelar la contaminaciéon del aire dependiendo de las condiciones meteo-
rologicas y el trafico en Breslavia, Polonia. Sus resultados mejoraron al seleccionar las variables predictoras de
su modelo de regresion por medio de esta técnica, ya que el coeficiente de correlacion de Pearson no permitia
identificar relaciones implicitas. Sin embargo, Mason et al. [1999] en su trabajo Boosting Algorithms as Gradient
Descent, presentan un algoritmo de potenciaciéon del gradiente funcional que optimizan bastante las predicciones
o selecciones utilizando un conjunto de modelos de prediccién débiles como lo es Random Forest.

Una de las preocupaciones mas urgentes en la actualidad, en materia ambiental, corresponde a la determi-
naciéon de los mecanismos de difusién de contaminantes que, al interactuar con la atmoésfera, contribuyen a la
calidad del aire respirable en zonas urbanas. En la ciudad de Bogoté, Colombia, existe una necesidad creciente
acerca de la calidad del aire respirable que, en el caso de poseer agentes contaminantes, deteriora la salud y el



bienestar de la poblacion capitalina (Secretaria Distrital de Ambiente de Bogota [2021], Organizacion Mundial
de la Salud [2021]). La captura de informacion a partir de la red de estaciones dispuestas para la medicion
del material particulado presente en el aire posee la dificultad de baja resolucion espacial, debido a la poca
cantidad instalada (20 en total), dispuestas no simétricamente a lo largo del 4rea urbana. Adicionalmente, esta
dificultad aumenta debido a las caracteristicas y condiciones geograficas de la capital colombiana. Dicho esto,
se hace necesario efectuar procedimientos predictivos de los mecanismos de la difusiéon de los contaminantes
provenientes de fuentes moviles (relacionadas con automotores) y fuentes fijas (asociadas a las emisiones desde
fabricas y procesos industriales), como soporte para la toma de decisiones frente a politicas ambientales, de
salud, econdmicas, entre otras. Existe un indicador llamado ICA (Indice de Calidad del Aire) (Instituto de
Hidrologia [2012]), que por franjas de colores permite visualizar el rango adimensional en el que se encuentra
la concentracion de los diferentes contaminantes atmosféricos, los cuales influyen en la calidad del aire. Este
indicador es creado por el IDEAM vy es referente para que en el POT 2022 - 2030 "Bogota Reverdece" (Secretaria
Distrital de Ambiente de Bogota [2021]) se modifique el IBOCA (Indice Bogotano de Calidad del Aire) en miras
de abordar incidentes de manera preventiva y correctiva de ser el caso.

Se propone mediante un modelo predictivo funcional espacial autorregresivo hilbertiano de orden 1 (SARH (1),
Bosq [2012], Ruiz-Medina [2012], Ruiz and Angulo [2007]) y, por medio de la técnica no paramétrica de impu-
tacion de datos usando Random Forest (MissForest, Stekhoven and Biihlmann [2011]), efectuar un procedimiento
iterativo que genere los datos de contaminacién en zonas alejadas de las estaciones de medicién, realizando sua-
vizamiento via B-spline, con el objetivo de obtener una estimacion espacio temporal alternativa a los modelos
individuales propuestos hasta el momento. Lo anterior, asociado a la disminucién de las emisiones debido a los
confinamientos efectuados a razon de la pandemia del Covid-19. En este caso especifico, se toma, como conta-
minante, al PMj 5 para predecir su difusién en el drea metropolitana de Bogota entre 2017 y 2020. Asi mismo,
la integralidad de este modelo permite que se pueda implementar en la predicciéon de cualquier variable que
cumpla con las caracteristicas espaciotemporales y de difusion, asociando variables que suplan las condiciones
de la difusion.



Planteamiento

Planteamiento del problema

A través del tiempo la calidad del aire se ha catalogado como una de las principales amenazas de muerte a
nivel mundial. Una exposicién constante o de forma crénica a este tipo de PM; 5 puede desarrollar enfermedades
de tipo respiratorio o cardiovascular. La red de estaciones de monitoreo de la calidad del aire en Bogota no
esta logrando proporcionar una representacion precisa y completa de las concentraciones de PMj; 5 en toda la
ciudad. La ubicacion y cantidad de estaciones actuales pueden no ser suficientes para captar la variabilidad
espacial de estas particulas finas, lo que limita la capacidad de los responsables de la toma de decisiones para
implementar medidas especificas en areas criticas.

Objetivos

Objetivo General

= Establecer un modelo predictivo para variables asociadas a problemaéticas con comportamientos de difusion
y generar un ejemplo para la ventana de 2020-2021 correspondiente a la presencia del confinamiento
COVID-19 cuantificando el nivel de reducciéon de contaminante en el aire.

Objetivos Especificos
= Determinar la superficie de mayor prediccién de difusiéon de contaminantes a partir de la combinacién de
las metodologias MissForest y SARH (1) (Spatial autoregressive Hilbertian process).

= Predecir las caracteristicas de la difusion de contaminantes en el drea metropolitana de Bogota a partir
de los datos existentes en el perfodo 2017-2020.



Metodologia

Contextualizacion

En el ambito medioambiental actual, una de las preocupaciones méas apremiantes radica en la identificaciéon
de los mecanismos de difusién de contaminantes que, al interactuar con la atmoésfera, inciden directamente en la
calidad del aire respirable en entornos urbanos. La ciudad de Bogoté, Colombia, enfrenta una creciente inquietud
respecto a la calidad del aire respirable, cuya contaminacion potencialmente afecta la salud y el bienestar de la
poblacién capitalina.

El desafio principal reside en la recopilacion de informacion mediante la red de estaciones disenadas para
medir el material particulado presente en el aire. Esta red, compuesta por un total de 16 estaciones, presenta
limitaciones significativas, siendo su baja resoluciéon espacial el principal obstéculo. La disposiciéon no simétrica
de estas estaciones a lo largo del area urbana de Bogota dificulta la captura precisa de la variabilidad espacial de
contaminantes. A esto se suma la influencia de las caracteristicas geograficas especificas de la capital colombiana,
que intensifican las dificultades en el monitoreo.

En respuesta a estas limitaciones, resulta imperativo desarrollar procedimientos predictivos que aborden
los mecanismos de difusién de contaminantes, especialmente aquellos provenientes de fuentes méviles, como
vehiculos automotores, y fuentes fijas, asociadas a emisiones industriales. Con el objetivo de respaldar decisiones
en politicas ambientales, de salud y econémicas, se propone la implementacion de un modelo predictivo funcional
espacial autorregresivo hilbertiano de orden 1 (SARH (1), Bosq [2012], Ruiz-Medina [2012], Ruiz and Angulo
[2007]).

Para optimizar la precision y alcance de las predicciones, se incorpora la técnica no paramétrica de imputacion
de datos mediante Random Forest (MissForest, Stekhoven and Bithlmann [2011]). Este enfoque se ejecuta en
un procedimiento iterativo que genera datos de contaminacién en areas alejadas de las estaciones de monitoreo,
con un suavizamiento adicional a través de P-spline. El propoésito de este procedimiento es obtener una estima-
cion espacio-temporal alternativa a los modelos individuales existentes hasta la fecha, considerando ademéas la
disminucion de emisiones debido a las restricciones impuestas durante la pandemia del Covid-19.

En este caso especifico, se selecciona el PM> 5 como el contaminante de interés para predecir su difusién
en el drea metropolitana de Bogota en el periodo comprendido entre 2017 y 2020. Vale la pena destacar que
la versatilidad de este modelo posibilita su aplicaciéon en la prediccion de cualquier variable que cumpla con
caracteristicas espaciotemporales y de difusion, al asociar variables que satisfacen las condiciones inherentes al
proceso de difusiéon en cuestion.

Descripcion de la region de estudio

El area de Bogota cubre 1.775 km? con un area urbana de 307 km?2. La topografia de la region se caracteriza
por un terreno complejo limitada por la cordillera central al oriente. Esté situado en un valle montanoso a 2.600
m sobre el nivel del mar.



Dataset

El conjunto de datos utilizado se obtuvo de la red de monitoreo de calidad del aire de Bogoté, cada hora,
entre los anos 2017-2020. La red de seguimiento consta de 20 estaciones como lo muestra la Figura 2 y la Tabla
1.

Estacién Latitud Longitud Altitud Localidad Direccién Tipo de zona Tipolde
estacion
Autopista
Convenio 176 4°45'215'N 74" 1"1.28"W 2575 m Usaquén Norte # Urbana De fondo
174-10
¥ 5 o 49" " © 174G 50" | . Carrera 7B .
Usaquén 4°42737.26"N 747 1749.50"W 2570 m Usaquén Bis # 132.11 Urbana De fondo
Suba £45H04ON TAOFI64EW 2571m Suba Corers WP Suburbana D fondo
Avenida
Bolivia 4°44'012'N P4 TI38'W 2574 m Engativi Calle 804 Suburbana De fondo
121-98
Avenida
Las Ferias 474172652'N 740456 94"W 2552 m Engativi Calle 8% Urbana De trifico
690-50
P. Simon o o N . N Barrios Calle 63# .
Bolivar 4°3973048'N  74°572.28'W 2577 m Unidos 59A-06 Urbana De fondo
Sagrado pzmizsN e aLIFW 2621 m SantaFe  Calle37#840  Urbana De trfico
Corazén
Fontihon  £°4071236'N 74%72058'W  2501m Fontbon U NCE Uibana Industrial
Puente - " o o Puente Calle 10% .
Aranda 47375436°N T TLHW 2590 m Aranda §5.28 Urbana Industrial
Kennedy — 4°373018'N  74°94080'W  2580m Kennedy ~ CHeraBOf 0, De fondo
Carvajal  #°354420°N 74°§5400'W 2563 m Kennedy ,;"\l‘:‘x;‘i, Urbana Industrial
Bosa PN T ZATW 2563 m La Libertad C:;;“:ﬂ:‘?;” Utbana De fondo
era 2 e
Tunal £33N TETFLMLW 2589m Tunjuelito  C2TeTa 24 Urbana De fondo,
49-86 sur Industrial
Carrera 2
San Cristobal — 4°342119'N 74°571.73'"W 2688 m San Cristobal Ested# 12-78 Urbana De fondo
sur
Usme £33N T463W 2%81m  Monteblanco  CATERMHE g, De fondo

96-8 sur

Figura 1: Ubicacion geografica de estaciones meteorologicas de la Sabana de Bogota. Se incluye la loca-
lizacion, el tipo de zona y su categoria. Fuente: http://ambientebogota.gov.co/estaciones-rmcab

Puente Aranda

Fontibon
Bolivia
Ciudad Bolivar

San Cristobal

Sagrado

Figura 2: Ubicacion geografica de las estaciones meteorologicas de Bogota.

Estas estaciones midieron, con los métodos estandar de Thermo Fisher Scientific EPA, tanto datos meteo-
rologicos (temperatura, presion, velocidad del viento, direccion del viento, precipitaciones, radiacion solar y
humedad relativa) como contaminantes atmosféricos: monéxido de carbono (CO, mg - m~=3), diéxido de azufre
(SOq, g -m=3), ozono (O3, pug-m~3), diéxido de nitrégeno (NOa, pg-m™3), y material particulado < 2,5 um
(PMy5, pug - m™2).
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Fundamentacién Teorica

En diversos estudios de investigacion sobre calidad del aire, se proponen modelos puntuales, lineales o que
no describen la correlaciéon espacial, tanto global, como a pequena escala. Para proponer un modelo de conta-
minacion del aire espacio-temporal, este enfoque abarca los pasos a continuacion:

MissForest: Teoria, Algoritmo y Evaluacién

Teoria

La técnica MissForest se basa en el uso de bosques aleatorios para imputar valores faltantes en conjuntos de
datos. Utiliza un enfoque iterativo para adaptar el algoritmo de bosques aleatorios a datos con valores ausentes.
A continuacion, se describen los aspectos teoricos clave:

Bosques Aleatorios (Random Forest)

El algoritmo de bosques aleatorios se compone de miiltiples arboles de decision. Cada arbol se entrena con un
conjunto de datos bootstrap y utiliza una seleccién aleatoria de variables en cada divisiéon de nodo. La prediccién
final se obtiene mediante la agregacion de las predicciones individuales de cada arbol (Breiman [2001]).

MissForest: Proceso Iterativo

El proceso de MissForest se realiza iterativamente:

1. Inicializacion: Se inicializan los valores faltantes utilizando algin método simple (por ejemplo, impu-
tacion por la media).

2. Iteracion del Bosque Aleatorio: Para cada arbol en el bosque aleatorio:

= Se selecciona aleatoriamente un subconjunto de variables que contienen valores faltantes.

= El arbol se entrena para predecir los valores faltantes basandose en las variables observadas.

3. Actualizaciéon de Imputaciones: Se actualizan los valores faltantes utilizando las predicciones del
bosque aleatorio.

4. Criterio de Convergencia: Se evalua la diferencia entre las imputaciones actuales y las anteriores. El
proceso se detiene cuando se alcanza la convergencia.

Algoritmo de MissForest

La imputacion de MissForest para un conjunto de datos X con valores faltantes se realiza mediante el siguiente
algoritmo:

1. Inicializacién: Inicializar valores faltantes utilizando métodos simples.

2. Para cada iteracion:

= Seleccionar aleatoriamente un subconjunto de variables con valores faltantes.



= Entrenar un arbol de decisién para predecir los valores faltantes basiandose en las variables obser-
vadas.

= Actualizar los valores faltantes con las predicciones del arbol.
3. Detenerse cuando:

= Se alcanza un nimero predefinido de iteraciones o

= La diferencia entre las imputaciones sucesivas es suficientemente pequena.

Teéricamente para variables cuantitativas tenemos:

Asuma que X = (X, Xy, ...,X,) es una matriz de datos n x p. Para una variable arbitraria X, que incluye
valores faltantes en las posiciones iﬁfgs C{1,...,n}, con s=1,...,p, podemos separar el conjunto de datos en
4 partes:

(s)

Los valores observados de la variable X, denotado por y,,.

(s)

mis”

Los valores faltantes de la variable X, denotado por y

La variables distintas a X con observaciones igz)s ={1,...,n}\ ifflzs denotado por X((;Zl

(s) (s)

mis mis*

Las variables distintas a X con observaciones i denotado por x

Por tanto, el algoritmo de MissForest empleando Random Forest sera el mostrado en la figura 3.

Algorithm 1 Impute missing values with RE.

Require: X an n x p matrix, stopping criterion y
I. Make initial guess for missing values:

. k < vector of sorted indices of columns in X
w.r.t. increasing amount of missing values:

3. while not y do

=]

4. X::ll:jp < store previously imputed matrix:
5. forsinkdo o)
: 5 (5)
Fit a rand[o:m forest: [:, ?hs ~X et
. 5l . ¥
Predicty . usingx_.:
end for
update y.
. end while )
12. return the imputed matrix X'"™F

&
7

imp . S . i(s)
8. Xnew < update imputed matrix, using predicted y . :
9
0
1

Figura 3: Algoritmo de imputaciéon de valores faltantes por RF Stekhoven and Biithlmann [2011].

Y teéricamente para variables mixtas tenemos:

Para la comparacion entre diferentes tipos de variables, podemos aplicar el algoritmo KKNimpute (Faisal
and Tutz [2022], Stekhoven and Biihlmann [2011]) con variables dummy para las variables categoricas. Esto
se hace codificando una variable categérica X; en m variables dicotéomicas Xj,m € {—1,1}. La aplicacion del
algoritmo KKNimpute para variables categoricas lo podemos resumir como:



= Codificar todas las variables categoricas en {—1,1} como variables dummy.
= Estandarizar todas las variables a media 0 y desviacién estandar 1.
= Aplicar el método de validacién cruzada KKNimpute de la figura 4.
= Retransformar la matriz de datos imputada a las escalas originales.
= Volver a codificar las variables dummy a las variables categoricas originales.

= Calcular el error de imputacion.

Algorithm 2 Cross-validation KNN imputation.

Require: X an n x p matrix, number of validation sets /, range of
suitable number of nearest neighbours K

. X©V < initial imputation using mean imputation;

.fortrinl,...,Ido

Xﬁ}f_’r < artificially introduce missing values to X©V;

for k in K do

XEXN.I <« KNN imputation of

neighbours;
eg.¢ < error of KNN imputation for k and r;
end for
end for

1l :
. kpest < ﬂrg;nln T2 t=18k.13

I

XCV

mis.; USINE k nearest

hell e

10. X'MP — KNN imputation of X using kpeg nearest neighbours.

Figura 4: Algoritmo de imputaciéon de valores faltantes por KNNimpute Stekhoven and Biihlmann
[2011].

Meétricas de Evaluacién

Para evaluar el desempeno de MissForest, se utilizan dos métricas dependiendo de los tipos de variables que
se encuentran en el conjunto de datos:

Raiz del Error Cuadratico Medio Normalizado (NRMSE)

mean ((Xtrue - Ximp)z)

var (Xtrue)

NRMSE =

Esta métrica es una version normalizada del Root Mean Squared Error (RMSE) y proporciona una medida
relativa del error en relacién con la escala de los datos cuantitativos (Oba et al. [2003]).



Proporcion media de categorias imputadas falsamente (PFC)

3 jer Ly Iimp ogime

new

ZNA

AF =

Donde F es el conjunto de las variables categoricas y #NA es el naumero de valores faltantes en las variables
categoricas. Evalaa la proporcion de valores imputados que coinciden con los valores observados (Faisal and
Tutz [2022]).

Tipos de Variables

MissForest (Stekhoven and Bithlmann [2011]) es versatil y puede manejar conjuntos de datos que contienen
tanto variables categoricas como numéricas. Ademaés, se puede aplicar a diferentes tipos de variables:

= Variables Numéricas Continuas: Efectivo para imputar valores faltantes en variables numeéricas con-
tinuas.

= Variables Categoéricas: Puede manejar variables categoéricas al incluirlas en el proceso de imputaciéon
de bosques aleatorios.

= Datos Mixtos: Aplicable a conjuntos de datos con una combinacion de variables numeéricas y categoricas.

= Escalas Diferentes: Adaptado a datos con diferentes escalas, ya que los bosques aleatorios no son
sensibles a la escala de las variables.

= Datos Complejos: Funciona bien en conjuntos de datos complejos con patrones no lineales y multiples
variables con datos faltantes.

Espacio de Hilbert separable

Por Ferraty [2006] una variable aleatoria X} es una observacién o variable funcional si toma valores en un
espacio funcional H (Espacio normado o semi-normado completo). Se define que H es un espacio de Hilbert
separable (es decir que tiene una base contable ey, k € Z), donde {e;} es una base ortogonal arbitraria, con

producto interior (-,-) con la norma || - | generada. Todas las funciones aleatorias son definidas en algtin espacio
de probabilidad comun (Q, F, P).

Uno de los ejemplos méas importantes de espacio de Hilbert es L? = L2([0,1]), el cual es muy utilizado. Todas
las funciones aleatorias son definidas en algan espacio de probabilidad comun (2, F, P).

Se dice que la funcion aleatoria X es integrable Ferraty [2006] si F||X| < oo, y cuadrado integrable si
E||X||? < oo. Para el caso de E|| X||P < oo, p > 0, se escribe X € LY, = L% (2, F, P). Se habla de convergencia
en media de X,, a X en L¥, si F||X,, — X||” — 0 mientras que ||X,, — X|| — 0 hace referencia a la convergencia
casi siempre.

Operadores funcionales

Sea L el espacio de los operadores lineales acotados continuos sobre H con la norma (Ferraty [2006]):

W]z = sup {|[¥(2)]| : [l«] <1}
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Un operador ¥ € £ es compacto si existen dos bases ortonormales v; y f;, ¥ una sucesién de valores reales
A; asumidos positivos que converge a cero, tal que:

U(x) = Nj(w,v)f5, v € H (1)

j=1

Se asume que los valores de A son positivos. La representacion de la ecuacion (1) es llamada descomposicion
del valor singular (Ferraty [2006]).

2

Si el operador admite representarse como la ecuacion (1) y Z;i1 A

Schmidt (Ferraty [2006]).

< 00, entonces es un operador Hilbert -

El espacio S de operadores de Hilbert - Schmidt es un espacio de Hilbert separable con un producto escalar:
(o)
(U1, Wa)s =Y (Wi(eq), Uales))
i=1
donde {e;} es una base ortonormal arbitraria. Esto implica que || ¥||% = dois1 )\? vy ¥z = 1] s-

Un operador ¥ € L es simétrico si (Ferraty [2006]):

(U(z),y) = (2, ¥(y)), v,y € H
y es definido positivo si
(x,¥(x)) >0, z € H\{0}

Un operador ¥ de Hilbert - Schmidt simétrico definido positivo admite una descomposicién

U(x) = Z)\j<a:,vj>vj, reH

j=1

con v; bases ortonormales, que son funciones propias de ¥, es decir, ¥(v;) = A;v;. Los v; pueden ser asumidos
como una base.

Espacio ?

El espacio L? es un conjunto medible de funciones de valor real z en el intervalo [0,1] que satisfacen

fol 22(t)dt < oo. Este es un espacio de Hilbert separable con producto interior (Ferraty [2006]):

(z,5) = / £(t)y(t)dt. @)

Una importante clase de operadores en L? son los operadores integrales definidos por

V@)t = [ ot als)ds, weL? (3)

con (-, -) kernel real. Tal operador es Hilbert — Schmidt si'y solo si [[ 1?(t, s)dtds < oo, en cuyo caso
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w2 = / GR(t, 5)dds. (4)

Si (s, t) =(t,s)y [[(t, s)x(t)x(s)dtds > 0, el operador integral ¥ es simétrico y definido positivo, lo cual
permite que

Uty s) =Y A (tvi(s) para  L*([0,1] x [0,1]). (5)
j=1

Si ¢ es continua, la expansion en series mostrada arriba se cumple para toda s, t € [0,1], y la serie es unifor-
memente convergente. Este resultado es conocido como el teorema de Mercer (Riesz [1990]).

Operador de media funcional
Sean X7, X5, X3, ... funciones aleatorias en H. Se llama a X débilmente integrable si existe u € H tal que
E{(X,y) = (u,y), para todo y € H. En este caso p es el valor esperado de X, de manera corta EX (Ramsay

[2006]). Algunos resultados elementales son:

» EX es tnica.
= Integrabilidad implica integrabilidad débil.
= [|EX]| < E|lX]|.

Si H = L? se puede mostrar que

{(EX)(t),t € [0,1]} ={E(X(?)),t € [0,1]}

lo que indica que se puede obtener el valor esperado evaluado en cada punto y EX conmuta con operadores
acotados, es decir, si ¥ € L y X es integrable, entonces:

EY¥(X) = U(EX)
Operador de covarianza funcional
Para X € L% el operador covarianza de X esta definido por:

C(y) :E[<X_EX’y> (X_EX)]7 yEH

El operador C' es simétrico y definido positivo, con funciones propias A; que satisfacen:

> A =E|X - B(X)|? < o0
=1

Por tanto, C' € S, es definido positivo y simétrico, lo que permite, por el teorema de Mercer (Riesz [1990]),
representarlo como en (5).
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Estimador de operadores muestrales de media y covarianza

El estimador de los operadores muestrales de media y covarianza de funciones aleatorias X7, Xs,..., Xy
estan definidos como (Ferraty [2006]):

1 N
ﬂN:N;Xk

N

. 1 R K

CN(?J):N (Xk —ian,y) Xe —fn), ye H
=1

El siguiente resultado implica la consistencia de los estimadores definidos para muestras idénticamente dis-
tribuidas.

Teorema 1: Sea {X,,} una sucesion de variables funcionales aleatorias en H idénticamente distribuidas, con
EX = p (Ferraty [2006]).

» Si X; € L% entonces E||iny — p/|> = O(N71).
= Si X; € L% entonces E||C||% < 0oy E||C —C|% =O(N™Y).

De H = L? se utiliza:

Cly)(t) = / c(t, s)y(s)ds

donde c(t, s) = Cov(X(t), X (s)). El ntcleo de la covarianza es estimado por:
| X

e(t,s) = 5 D (Xn(t) — i (1) (Xa(s) — fine(5))
k=1

Bases de funciones

Dada la definicion por Ferraty [2006], una base es un conjunto de funciones conocidas e independientes
{ug }ren tales que cualquier funciéon puede ser aproximada, tan bien como se quiera, mediante una combinaciéon
lineal de ellas con k suficientemente grande. De esta forma, la observacion funcional X, () puede representarse
como

K
Xo(t) & Y Apun(t) (6)
k=1

Si el dato funcional pertenece al espacio de Hilbert, esto garantiza que existe una base ortonormal tal que
X, (t) = 302 (X, vg)vg. Ahora teniendo el producto interno, se pueden estimar los coeficientes resolviendo el
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siguiente sistema:

<X7U1> <U1,U1> . . . (ui,u1> . . . <uk,u1> )\1
<XV7 uk> <u1,u;€) ce <ul,uk) . (uk,uk> )\k

B-splines

Esta representacion sera especialmente tutil para funciones estables, sin grandes variaciones y con una cur-
vatura mas o menos constante, los B-spline o spline ctibicos son una buena base para aproximar las funciones
y una de la mas utilizada (Ferraty [2006]). Dividir el subintervalo [0,7] en L subintervalos separados por los
puntos a = tg,t1,...,t1, = b. en cada uno de estos intervalos el spline es un polinomio de cierto orden m que
ajusta la curva, y a su vez estos polinomios generan una base ortogonal.

Por Ferraty [2006] tenemos que sea By (t, 7) el valor del k-ésimo elemento de la base sobre una particiéon 7 en
el instante ¢, la funcion spline S(t) esta definida como:

S(t) =S r T e B(t, 7)

Las llamadas bases de B-splines permiten aproximar todas estas funciones facilitando asi su manejo. Sus
caracteristicas se basan en las siguiente propiedades:

1. Cada elemento de la base uy(t) serd una funciéon spline de orden m y particion 7.
2. Cualquier combinacion lineal de funciones spline es una funcién spline.

3. Cualquier funcién spline de orden m sobre la particiéon 7 se puede expresar como combinacion lineal de
las funciones de la base.

Analisis de Componentes Principales Funcionales

La idea principal de los componentes principales funcionales (CPF) es caracterizar una funcion mediante un
conjunto de funciones ortonormales, de forma que la proyecciéon de dicha funcién en este conjunto simule lo
mejor posible el comportamiento de dicha funcion. Todo esto se realiza a partir de las funciones propias de
manera similar al realizado en el an4lisis multivariado con los vectores y valores propios (Ramsay [2006]).

Asuma que un conjunto de realizaciones funcionales aleatorias 1 (t), z2(t), ...,z N (t) es un espacio de Hilbert
separable. Suponga que los datos estan centrados, es decir que ) ;" ; x; = 0. Fijando un entero [ < N. Se desea
encontrar una base ortonormal uj,us, ..., u, tal que:

l

N
S =" = > (i w)us?
i=1

k=1

.. . . . l . .
es minimo. Si la base u; existe, entonces z; es aproximadamente ), (x;, ur)uy, para algin valor [, es decir,
en lugar de trabajar con curvas de dimensién infinita x; se trabajara con vectores finitos [-dimensionales:
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T
x; = [(@i,u1), (T3, u2), . . ., (T4, up)]
Las funciones u1, us, . . ., u; que minimizan a 52 son las funciones propias del operador de covarianza muestral,
es decir, C(u;) = \ju;, donde Ay > Ao > ... > A

A las funciones con esta particularidad se les llama componentes principales empiricos (CPEF) de los datos
1 (t), Z‘Q(t), ey l‘N(t).

En la mayoria de ocasiones se estiman los valores propios y las funciones propias de C. Los valores propios
deben ser identificables, por tanto se debe asumir que A\; > Ag > ..., en la practica, solo se pueden estimar a
lo mas [ valores propios y se asume que A\ > Ay > ... > A\j_1 > Ay, lo cual implica que los primeros [ valores
propios son distintos de cero. Por otra parte, las funciones propias son definidas por C(v;) = Ajv;, esto es v; es
una funcién propia.

Una forma de estimar los valores propios as a través de Bosq [2012]:

C(v) = Njvj, j=1,2,...,N

Teorema 2: (Bosq [2012]) Se asume que las observaciones X, X1, Xa,..., Xy son i.i.d. en H tal que L}, con
EX = 0. Se supone que:

>\1>)\2>~-~>)\d>>\d+1

Entonces, para cada 1 < j <d,

E[||l&;0; — v;[?] = O (N71)

E {I A=A \2} =0(NT)
El teorema implica que, bajo condiciones de regularidad, la poblacién de funciones propias puede tener como
estimador consistente al conjunto de funciones propias empiricas (Bosq [2012]).
Dados C' y K dos operadores compactor en L, se define operadores con valores singulares de descomposicion
si:
o0 o0
Clz) = Nlw,v)fi K@) =Y vi{z,u)g (8)
: =

Jj=1
donde )\; y vy, son valores propios y v;, fj, uj, ¥y g; funciones propias, correspondientes a C'y K.

Lema 1: Sean C, K € L dos operadores que satisfacen 8, entonces para cada j > 1, | v; — A; |[< ||[K — C|z.

Lema 2: Sean C, K € L dos operadores que satisfacen 8. Si C' es simétrico y ademas f; = v;, entonces:

2V2

w; — vl < ==
oy = ol < 22

[K—=Cllz, 1<j<d

donde o] = Al — )\2 y Oéj = min()\j_l — Aj,)\j — >‘j+1)a con 2 § j § d.
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Para el caso particular en el cual C' es el operador de covarianza, entonces este satisface las condiciones
impuestas en el Lema 2. Los v; son las funciones propias de C' (Ramsay [2006]).

Proceso espacial autorregresivo hilbertiano (SARH (1))

Sea H un espacio de Hilbert separable de funciones sobre un dominio D C R™ Bosq [2012], Ruiz-Medina
[2012], Ruiz and Angulo [2007], con producto interno (-, ) g, y con norma denotada por || - ||g. Sea {X;,t € N},
un proceso estacionario de Hilbert sobre un espacio de probabilidad (€2, F, P) satisface

Xi(s) =UX_1(s) +v(s), se DCR" teN, 9)

donde v; es RBF funcional, es decir, una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas sobre H y que satisface

Blllvall#]) = of < o0 (10)

El operador de autocorrelacion ¥ en (9) es acotado y definido sobre un dominio denso en H. Para el caso
en que ¥ estd definido mediante una expresion integral en términos de un kernel homogéneo y estable ante
convoluciones, el modelo (9) permite una aproximacion de los modelos definidos en espacio y tiempo continuos.
Por otro lado, ¥ admite descomposicién espectral mediante el patron de oscilaciones principales (POP) definido
a continuacion.

Sea U el operador de autocorrelacion en el modelo (9), representado por la interaccion espacio temporal en
D. El operador V¥ satisface las siguientes ecuaciones

\II’YZ = )\i%‘7 (S N7
y
U d; = \iop;, 1 €N, (11)

donde ~; y ¢; son los sistemas de funciones propias asociados al espectro puntual {);,7 € N} de los operadores
¥ yv U*, es decir un operador no simétrico.

Inferencia por medio de SARH(1)

Algoritmo EM en el modelo SARH(1)

En este apartado se muestra como usar el algoritmo EM, para hacer estimacion del operador del modelo (9).

Los valores iniciales que se proponen en el algoritmo son los estimadores de los operadores de covarianza y
covarianza cruzada Rz, y Rx,x, = Rz,z, obtenidos a partir del método de los momentos. Toda la deduccién
matematica del algoritmo es desarrollada en Bosq [2012].

Si el operador de covarianza de ruido es proporcional a la identidad, el estimador inicial 6. que define la
diagonal principal del operador se obtiene por los datos, teniendo en cuenta el efecto Pepita del variograma
empirico en una vecindad alrededor a cero. El operador de covarianza espacial se estima como

Rx, = Rz, — 6. (12)
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Asi mismo los operadores de covarianza espacial y covarianza cruzada se definen mediante las ecuaciones

Rx,(¢) = E[Xo(Xo,¢)u], V¢ € D(Rx,), (13)
Rx,x,(¢) = E[Xo(X1,9)u], Vo € D(Rx,x,), (14)

donde D es el dominio de funciones de los operadores de covarianza. Las estimaciones de momentos de los
operadores de covarianza y covarianza cruzada estdn dados por

T

T T
. 1 1 1 .9
Ry = |D_Zi@Zi| = |\ ) _Zi| ® | ) Zi| =671, (15)
i=1 i=1 i=1
T—1 1 T—1 1 T—1
Rx,x, = T_1 Z X @ Xi T_1 Xi| ® T—1 Z Xz'-&-l] ) (16)
i=1 i=1 i=1

con &2 el estimador inicial basado en el efecto pepita del semivariograma empirico funcional

. _ 1 2
y(At) = IN(AD) Z 1 Xe, — X, s (17)
i,jES(AL)

para S(At) = {(i,))|[t: — t;| = At}, y N(At) el namero de pares en S(At).

El estimador funcional (17), tiene propiedades similares al estimador clasico del variograma. A partir de
las ecuaciones (15) y (16) se define las estimaciones del operador diagonal A asociado al espectro puntual del
operador de autocorrelacion

A =" Ry,x,Ry'T (18)
y
P*R.D = d* Ry, & — d* Ry, x, PAT
— A®* Rxx,x, ®+ AD* Ry, ®AT (19)

donde @ y I" son los operadores de proyecciéon sobre los subespacios generados por el conjunto de funciones
propias. Cuando estas se conocen, se pueden utilizar la diagonalizacién POP del estimador ¥ obtenido mediante
la ecuacion

U = Rx,x, Ry} (20)
Existen diferentes métodos numéricos para realizar la inversa del operador Bosq [2012]. El estimador U7 =

R% . [R% ]! se proyecta en las observaciones funcionales espaciales para cada uno de los 7' tiempos de
Xo X1 X,
observacion sobre un subespacio de dimensién finita, obteniendo

T, T 5. pT PT,IN—1 5
Ul = & RY x, (Ry)) '@, (21)
donde ¥, es el operador de proyeccién sobre el subespacio de H generado por [ funciones propias empiricas y

M
RYM =" @05, (22)
j=1
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siendo {\; };en los valores propios asociados al sistema de funciones propias empiricas {¢;}jen Bosq [2012] y
! es el namero de funciones 6ptimas para el operador de proyecciéon W7,

Si el operador de covarianza del ruido de observacion no es diagonal, la proyecciéon del operador R., sobre el
conjunto de funciones propias de Rx, estd dado por

®*R. = ®* Ry, — AD*. (23)
Dado que
®*Ry, = A®*, (24)

con Rx, = @[\@*, PP* =Ty A el operador diagonal definido a partir del espectro puntual de Rx,, reem-
plazando en (23) los operadores ® y A se obtiene una estimacion del operador R..

El implementacion del algoritmo EM en el modelo ARH(1), bajo el siguiente supuesto

O (Xi(+) = WXo_1(-)) ~ N(0, O R, y). (25)

Puesto que

7 (Xe(1) = ¥Xy1(-) = a(t) — Aa(t — 1), (26)

donde J(t) = a(t) — Aja(t — 1), se tiene

| 1 J(O)T (9] R,®) 1 (1) }
U Ry) = —————— ¢ - . 27
faGi v) = T { 5 (27)
De manera similar bajo el supuesto que
e(t) ~ N(0, B} Rc®)), (28)

se tiene

e T * 716

Nz 2
donde e(t) = ®@fe;.

Dada una muestra aleatoria,

T
Z J(i)T(@vaé)‘lJ(i)} :

N =

fr(Ji(e), ey J7(); U, Ry) = _ exp {—

~ (210 R,®,)T

N

e(i)T(¢?qu>)_1e(i)} : (30)

DN | =

1
fﬁ(el(')a ---aeT(');Re) = WT@Z)T - exp {— i

Dado que € es independiente de X,

1

fJ,e :f(jv®1) f(G, 62)7 (31)
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donde © = (¥, R,), R.)T = (01, 0,) los parametros funcionales que definen las densidades de v y €. De (31)

se obtiene

In(fy.e) = ln(f(j; ©1) - f(e:02))
— € — L)y Ry |+ 0| @] R, ]

2

1

52'] (® R, ®;) " J(4)
i=1

1 T

526 (B R.P;) " te(i),
i=1

con C' una constante que no depende del vector de parametros funcionales. Se verifica entonces que

[

ZJ (®F R, ®;) "1 J (i) :traza< J(i)T(<1>7RU<I>l)‘1J(i)>

i=1

[

=traza < (‘I)TRU(I)Z)lJ(Z)‘](Z)T)

T
— traza <(<I>;‘qu>l)—1 > J(z’)J(i)T> ,

=1
y
J()J ()" = (a(i) — Ma(i = 1)) (a(i) = Aa(i = 1))T
=a()a(i)? —a(i)a(i — DTAT — Nja(i — 1)a(i)T + Aja(i — Da(i — 1)TAT,
se obtiene
T
traza ( (®; R, ®;)~? [Z a(i)a(i — 1)TAT — Aa(i — 1)a(i)T + Aja(i — 1)a(i — 1)TAT) )
=1

Analogamente para e(t)

Mﬂ

T
e(i)T (D R.®;) ™ ()traza(CDR(I)l 126 )
i=1

Por tanto (32) se escribe como

1=1

(34)

(35)



T
In(fre)=C— §[In|<IJZ‘RU<I>l|+ln|<I>fR€<I>l|]

T

- %traza ((@l*Rv(I)l)_l lz (a(i)a(i)T —a(i)a(i —1)TAT

)

— Aa(i — Va(i)" + Aja(i — Da(i — 1)TA;f>

> e(i)e(i)T] ) .

i=1

1
- itraza ((@fRe‘I)l)l

Se tiene

T
Eé(i)[lan,e(j7e : @) | Z] =C - 5 ln‘(bszv(I)”_"ln‘q)l*Req)”

1
— §traza (((I)l*RUQDl)_l

1
- §traza <(<I>1*Rv<1>l)_106> ,

donde O(¢) representa la estimacion de © en la iteracion i y

T
Ox = Bla(i)a(i)" | 2,
i=1

T
Bx = ZE[a@)a(i -7 2],
z;l
Ax = Ela(i—1)a(i —1)" | Z],

i=1

T
Ce=_Ele(i)e(i)" | Z].
i=1

Realizando la derivada parcial respecto a &} R,® en (38)

0(D} R, ®)) O(D R, ®))

OFqunfsie:©)12] o <_T
2

T 1
- §(¢7R“¢l)_l -3 ((q>vaq>l)—1DX(q>;qu>l)—1>

con DX = CX - BxA,iF — AlBg + AleA,iF

Cx — BxAl — A\BY + AjAx AT

)

1
ln|<I>7RU<I>l\—§traza ((@vaq)l)_lDX))

19

(37)

(38)

(44)
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E igualando a cero la ecuacién anterior se obtiene

T 1
0= 5(@;‘&@)—1 -3 (—(<I>7val>l)_1DX(<I>7RU<I>l)_1>. (45)

despejando ®; R, ®; de arriba se llega a

—  Cx — BxAl — A\BT + N AxAT
BT R,B = X~ OX Tl$+le' (46)
Analogamente, realizando la derivada parcial de (38) respecto a ®; R.®
— C.
i Ry = . (47)
Ahora derivando respecto a A
OEgynIn fre(d,e:0©) | Z
ol a/(\ )17] aaA (traza(®; R,®) "' D) (48)
—(®} Ru®1) ' Bx — (97 Ry ®1) " Bx + [(®] Ry ®:) '] A A% (49)
+ (®; Ry @)~ A Ax, (50)
puesto que ®; R, ®; y Ax son simétricas
OEgylinfre(je:©) | Z]
o) i = —2(®;R,®,) ' Bx + 2(®} R,®;) A Ax. (51)
Igualando a cero la ecuacion anterior
0= —2(®;R,®) 'Bx +2(®; R, ®;) ' N Ax, (52)
despejando A
A= Bx AR (53)
Se obtiene la siguiente estimacion para ®R,®; a partir de (46) y (53)
—  Ox — BxAy'BY%
ST R,P = XXX X (54)

T

Medicion de errores de estimacion y de prediccion

La calidad de la estimacion obtenida en términos del error cuadratico medio funcional (ECMF) se calcula
como

| NN
ECMF = NZZ X, (i, §) — X4 (i, )% (55)
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para t el tiempo y N numero de localizaciones espaciales.

Los errores cuadraticos funcionales obtenidos en la medicion de calidad de estimacion de los parametros @ y
A en la prediccion, estd dado por la norma Hilbert-Schmidt de las matrices @ y A diferenciadas.

l l

10—l =5 >3 (d) - Q6.)
i=1 j=1
l l

A=A = 5 357 (A6) - A65)

i=1 j=1

(56)

donde A y Q son los valores de A y @ estimados respectivamente para alguna iteracion del algoritmo EM. Se
considera una buena estimacién al obtener una norma < 1074,

Implementacién computacional

En el presente trabajo se utilizan los lenguajes de programacion R 4.3 (R Core Team [2020]) utilizando el
IDE Rstudio (RStudio Team [2020]) y Python 3.9 (Van Rossum and Drake Jr [1995]) utilizando el IDE Visual
Studio Code en el sistema operativo Ubuntu 20.04 (Sobell [2015]).

R

En el lenguaje R en su version 4.3 se realiza todo el ETL del conjunto de datos y se utiliza el paquete MissForest
(Stekhoven [2022]) para llevar a cabo la imputaciéon de los datos faltantes en cada estacion. Adicionalmente se
realizan la estadistica descriptiva y exploratoria por medio de graficos de visualizaciéon de datos y geograficos
con la librerfa ggplot2 (Wickham [2016]) ademéas del analisis de resultados.

Python

En el lenguaje Python en su version 3.9 se realizan los calculos del SARH(1) con ayuda de la biblioteca
numpy (Harris et al. [2020]) ya que maneja arreglos multilineales como los tensores y la biblioteca pandas
(McKinney et al. [2010]) para la importacion del conjunto de datos ya imputado.

Ubuntu 20.04

El sistema operativo utilizado es una distribucién de Linux basado en Debian llamado Ubuntu en su version
20.04 (Sobell [2015]). Este sistema operativo es open-source y es uno de las distribuciones de Linux que tiene
maés colaboracion para el trabajo con datos. La méquina que se utiliz6 cuenta con:

= 24 Gigas de RAM.
» Procesador Intel®) Core™ i5-3450 CPU @ 3.10GHz x 4.
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Resultados

En todas las estaciones hubo vacios de informacion (337176 datos faltantes en total). Después de imputadas
las series, se tienen 48168 registros por estacién. Un anélisis global de localizacién y variabilidad de las series es
mostrado en las figuras 5 y 6. Aqui se aprecia que en varias de las estaciones existen concentraciones atipicas.
Ademaés, la media y la variabilidad cambian espacialmente. Se puede apreciar que las concentraciones de PMs 5
mas altas se registran en Bosa, Carvajal y Kennedy. Asi mismo, se puede concluir que estas tres estaciones,
junto con Usme, registran las dispersiones méas altas en contraposicion a Usaquén, Suba y San Cristobal, que
registran las dispersiones mas bajas.

Missingness Map
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Figura 5: Grafico de valores faltantes de PM5 5 en las estaciones meteorologicas en la Sabana de Bogota
(2017-2020).
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Figura 6: Grafico de caja de las concentraciones de PMs 5 en las estaciones meteorologicas en la Sabana
de Bogota (2017-2020).

En concordancia, al realizar la imputacién de los datos, podemos comparar la distribucién de la concentracion
de PMs, 5 por cada estacién y con datos faltantes mostrada en la figura 6 con la distribucién generada después
de la imputacién mostrada en la figura 7. Re puede observar que no existe ninguna diferencia aparente y que
todos los datos imputados toman valores de concentraciéon mayores a 0 y sin salirse del dominio de su misma
distribucion.
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Figura 7: Grafico de caja de las concentraciones de PMs 5 en las estaciones meteorologicas en la Sabana
de Bogoté (2017-2020) con datos ya imputados.

De igual manera, comparando las series temporales de cada estacion antes (figura 8) y después (figura 9) de
la imputacién de datos, se puede observar que las series se mantienen a pesar de su imputaciéon y se completan
de manera adecuada cumpliendo con su tendencia y periodicidad.

Datos de las concentraciones de PM2.5
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Figura 8: Series temporales de las concentraciones de PMs 5 en las estaciones meteorologicas en la
Sabana de Bogota (2017-2020).
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Figura 9: Series temporales de las concentraciones de PMs 5 en las estaciones meteorologicas en la
Sabana de Bogoté (2017-2020) con datos ya imputados.

Modelo SARH (1)

La estimacion obtenida de W se presenta en la figura 10, en la que se observa que el operador alcanza su valor
maximo en las estaciones de Usme, Carvajal y valor minimo en Usaquén, Fontibon, Sagrado Corazén y el Tunal;
siendo esta altima la que registra menores valores en promedio de PM; 5 como se evidencia en la figura 6. Por
otro lado, las estaciones de Usaquén, Suba y Bolivia presentan mayor homogeneidad en sus concentraciones, lo
cual se ve reflejado en el operador estimado W.
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Figura 10: Superficie de la estimacion puntual del operador espacio-temporal 0.

Residuales ECMF

Con base en U se calculan los residuales para t = 1,...,48168 en las localizaciones muestrales N = 20. Se
puede medir la calidad de la estimacion obtenida en términos del EC' M F' si presenta una distribucién como se
muestra en la figura 11, en donde los valores del ECMF se encuentran mas concentrados en el orden de 1072.

La estructura funcional y méas en su forma autorregresiva, reduce los errores de prediccién en su misma esencia
L. and P. [2012].
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Figura 11: Frecuencias de los ECMF de ] para t = 1,...,48168 en las 20 estaciones meteoroloégicas
ubicadas en la sabana de Bogoté.

Los ECMF calculados para t = 1, ...,48168 en las 20 estaciones meteorologicas que se presentan en la figura
11, estan comprendidos entre los orden de 1 x 107° y 9 x 1072,

Validacién cruzada

Utilizando el ¥ estimado en el modelo, se hace estimacién de las superficies de concentracion de PMs 5 en
los periodos: 11 de enero de 2019 10:00h, 14 de marzo de 2019 10:00h y 2 de agosto de 2019 a las 10:00h. Se
calculan los ECM F obtenidos para cada uno de los periodos (tabla 1) enfrentando los valores observados con
los predichos.
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Cuadro 1: Validacién cruzada por estacion meteorologica en distintos periodos observados y EC M F

11/01/2019 14/03,/2019 2/08/2019
10:00 horas 10:00 horas 10:00 horas
Estacion Observado Estimacion Observado Estimacion Observado Estimacion
Guaymaral 34.3 28.9 35 31.9 39 35.5
Usaquén 40 46 23 20 15 13.1
Suba, 30 24 70 81.3 15 15.1
CDAR 53.1 51.2 31.5 34.2 15 13.2
Las Ferias 52 56.4 51.2 45.1 16.7 14.1
Fontiboén 71.4 75.8 67.5 494 28.6 18.7
Min. 73.4 68.4 93.2 61.1 98.9 100.4
Ambiente
Séptima 16 14.1 13 13.1 14 14.7
Puente Ara 31 31.1 34 34.2 28 27.2
Kennedy 12 11 1 12.1 25 26.1
Carvajal 60 67 74 72 47 44
Tunal 40 43 50 43 51 46
San Cristo 22 21 31 29.9 48 46.6
ECMF 1,5 x 1072 2,5 x 1072 3,5 x 1072

Ademas, se presenta una grafica de superficie residual para el 2 de agosto de 2019 a las 10:00h (figura 12),
mostrando las diferencias cuadraticas entre los valores observados y los predichos por el modelo, cumpliendo a
simple vista con el supuesto de esperanza 0, aleatoridad e independencia.
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Figura 12: Superficie residual puntual de la concentraciéon de PM> 5 para el 2 de agosto de 2019 a las

10:00h en la Sabana de Bogoté.



Conclusiones y Trabajos Futuros

Discusion

Este trabajo indicé que este modelo predictivo permite tener una precision bastante adecuada de los valores
futuros que puede tomar, en este caso, la concentraciéon de PM; 5 en el aire respirable del area metropolitana
de Bogota, Colombia, en el corto plazo, con ventanas de tiempo en intervalos de 1 hora y locaciones en donde
no existen estaciones meteorolégicas. Este modelo permite también predecir eventos de alta concentraciéon en
regiones especificas con el fin de tomar decisiones y, reaccionar rapida y eficientemente ante los mismos. La
principal contribucién de este trabajo radica en el hecho de que utiliza una técnica de M L para imputar datos
espacio temporales faltantes para, por medio del SARH (1), sefialar la concentracion estimada de una variable,
que se comporta como una sustancia difundiéndose en un fluido, en una ubicacién precisa.

El hecho de ser un modelo autorregresivo hace que la facilidad de la implementacion lo convierta en eficiente
y de gran utilidad en el campo de los modelos y técnicas para datos espacio temporales funcionales.

Los modelos de series temporales Diaz and Marron [2013] se desarrollan en una tnica ubicacion espacial
con una variable evolucionando en el tiempo y se usan bastante en el sector econémico y financiero. Por otro
lado, los modelos espaciales Zavala et al. [2006] se desarrollan en un tnico tiempo con una o varias variables
interactuando en diferentes ubicaciones espaciales, siendo estos utilizados en campos como la biologia y ecologia.
También existen los modelos geoestadisticos Axis-Arroyo et al. [2003] que se aproximan bastante a los modelos
espacio temporales. Estos trabajan por individual las componentes temporal y espacial de los datos, reflejando
esa necesidad de las interacciones espaciales y temporales simultaneas del comportamiento de una variable.
En fisica, existe un comportamiento bien estudiado llamado difusion Mantell et al.. Las sustancias tienden a
difundirse en un fluido. Para matemaéticamente realizar el modelado deterministico de la difusién, se necesitan
condiciones iniciales temporales, espaciales y de caracteristicas de la sustancia y el fluido. El problema con
este modelo deterministico de la difusion es que se convierte en una ecuacion diferencial parcial que debe
resolverse por métodos numéricos Millan et al. [2011] para cada unidad temporal y espacial, lo que hace que sea
demasiado costoso computacionalmente ya que, en la mayoria de las veces, no es posible encontrar una soluciéon
analitica. Todas estas metodologias llevan a la necesidad de desarrollar el modelo propuesto en este trabajo,
para variables que se comportan como una sustancia difundiéndose en un fluido, que tiene en cuenta la espacio
temporalidad simultaneamente y reduce bastante las limitaciones de la solucién de la ecuacién de difusion. Por
esto es una propuesta de gran relevancia sobre los modelos de series temporales, geoestadisticos y fisicos, ya
que la implementacion es sencilla, aumenta la resoluciéon de los datos y consume poco recurso computacional
como ya se vid con los resultados obtenidos en este trabajo. El aporte al estudio de probleméticas ambientales,
financieras y econémicas principalmente, que cumplen los supuestos manifestados anteriormente del modelo
predictivo autorregresivo, se considera aceptable a raiz de la validacién del mismo que cumple las expectativas
en los modelos estadisticos.

En trabajos presentados por Xing et al. [2016], Garcia et al. [2006] y Sanhueza et al. [2006], se evidencia,
indistintamente de la ubicacién espacial, el impacto que tiene la contaminaciéon del aire respirable, por material
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particulado, frente a efectos adversos en la salud y la mortalidad de las personas. Otros autores como Ledn
[2009], Barrera [2019] y Grajales [2002], proponen modelos estocésticos y de fisica estadistica complejos para
estudiar el comportamiento difusivo en economfa financiera. Asi mismo, Zuluaga Gomez et al. [2021] y Me-
sa Mazo et al. [2010], plantean procesos difusivos en fendémenos biologicos y Gonzalez et al. [2009], soluciones
por elementos finitos a modelos difusivos biologicos. De acuerdo a estos antecedentes, resulta propicio emplear,
como herramienta de prondstico y soluciéon, el modelo propuesto en este trabajo, pues es de facil implemen-
tacion. Los alcances en temas difusivos del modelo son diversos. No obstante, en trabajos futuros se pretende
complementar el modelo mejorando su eficiencia con la integraciéon de tépicos asociados a escenarios difusivos
complejos.

Conclusiones

La implementacion de los modelos de prediccién, de material particulado en el aire, hoy en dia, no es méas
que un vivo reflejo de la bisqueda de instrumentos cada vez mas eficientes en la predicciéon de variables espacio
temporales con caracteristicas de difusién correspondientes a las necesidades que surgen a raiz de la temaética
de cambio climéatico y calentamiento global. El uso de energias alternativas y limpias se encuentra en auge,
convirtiéndose en la cdtedra mas comiin en escuelas, universidades y, por su puesto, en los méas altos estamentos
gubernamentales.

Como conclusiones se tienen:

= Se logra establecer un modelo Espacio temporal autorregresivo en el espacio de Hilbert que permite
predecir la concentraciéon del contaminante PM; 5 en el aire del area metropolitana de Bogota.

= La combinaciéon de técnicas de Machine Learning y modelos estadisticos espacio temporales potencia
en gran medida los resultados en el campo de la prediccion. En este caso, se evidencia que la técnica
Missforest aumenta la resolucion de los datos por medio de la imputacion, generando disminuciéon en los
ECMF llegando al orden medio de 1072 en el SARH (1).

= s posible realizar una estimacién de la concentracion de PM» 5 en otros puntos del espacio, es decir, en
localidades aledanas, a partir del modelo SARH(1) y de la curva de estimacion X (s).

= Este modelo, a diferencia del de series de tiempo o el geoestadistico, involucra todas las observaciones
disponibles.

= Por la naturaleza del problema y la postulacion del modelo, conjunto con la técnica de imputacion,
permite implementarse en demés problematicas tangibles y no tangibles que cumplan los supuestos del
modelo siendo su comportamiento principal la difusiéon homologa a la de la difusion de una sustancia en
un fluido, como por ejemplo, los deméas contaminantes presentes en el area metropolitana de Bogota.
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