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iOh alma mia, no aspires a la vida inmortal,
pero agota el campo de lo posible!

Pindaro, Piticas III.

Yo no soy un hombre, soy un campo de batalla.

Friedrich Nietzsche
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Resumen

La explicacién de diversos fenémenos se puede desarrollar a través de un modelamiento de
funciones que permiten caracterizar su comportamiento. Una de las metodologias utilizadas
para este fin requiere de sistemas de ecuaciones lineales, en los cuales el método de mini-
mos cuadrados restringidos optimiza la soluciéon que ajusta una funcién a los datos respecto
del método de minimos cuadrados ordinarios en aspectos de eficiencia de un estimador y la
interpretabilidad de los resultados. La soluciéon del modelo que presenta restricciones puede
estar basada en la factorizacién QR. En este trabajo se formulan las bases tedricas de una
variacion de dicho método, conocida como factorizacion QR generalizada para ser aplicada
cuando se incluyen restricciones de tipo igualdad y posteriormente estos fundamentos son
aplicados al problema de minimos cuadrados restringidos con restricciones de igualdad en
cuaterniones.

Palabras clave: Factorizacion GQR, minimos cuadrados, minimos cuadrados restringi-

dos con restricciones de igualdad, cuaterniones.

Abstract

Diverse phenomena can be explained through functions that characterizing their behavior.
Some of these can be expressed using systems of linear equations whose solutions are obtained
through least-squares methods. Constrained least squares (CLS) method are better than
ordinary least squares method for some inferential features. The solution of CLS can be
reached with some method that guarantee the numerical stability of the estimated values, this
numerical stability varies according to the calculation method, among them QR factorization
is the standard method for solving least square problems due to numerical stability in their
results. In this work, the theoretical bases of a variation of QR factorization, known as
generalized QR factorization, are formulated. In addition, this method is applied for solving
least squares problems with equality constraints in quaternions.

Keywords: GQR factorization, least-square problems, linear equality-constrained least-

square problems, quaternion
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1. Introduccion

En el contexto de la optimizacion matematica, se pueden modelar funciones que se ajusten
adecuadamente al comportamiento de algin fenémeno, la herramienta insigne es el método
de minimos cuadrados, la cual busca minimizar la distancia de los errores entre unos valores
reales y los valores que se estiman.

Al considerar sistemas de ecuaciones lineales, es usual representar el problema mediante
matrices [37]. En estos problemas, la gran cantidad de datos puede generar sistemas de gran
tamano; por lo anterior, una estrategia que se ha empleado para facilitar el tratamiento de
los procesos es la factorizacion de matrices, que consiste en descomponer una matriz como
producto de matrices especiales [54].

A través de la descomposicién matricial, la consistencia de la solucion del método de mini-
mos cuadrados se evalia segin particularidades como la exactitud de las estimaciones, la
estabilidad numérica y/o el tiempo de ejecucién del método [56]. El caso de la factorizacion
QR, permite obtener resultados con alta estabilidad numérica en las estimaciones de los
pardmetros que caracterizan la funcién de ajuste para el problema de minimos cuadrados;
por lo anterior, la factorizacion QR y sus variantes siguen siendo un area de estudio de interés
tanto matemdtico como estadistico [58].

Ademas de la vertiente de minimos cuadrados ordinarios, han surgido otras alternativas que
buscan suplir las deficiencias y que se adaptan mejor a los datos obtenidos, particularmen-
te se puede evitar la incompatibilidad entre los resultados del modelo y las intepretaciones
practicas, ademas de aumentar criterios de eficiencia para las predicciones, esto se puede
lograr imponiendo restricciones basada en informacion a priori. Entre las multiples alterna-
tivas para resolver problemas de minimos cuadrados con restricciones de tipo igualdad, se
puede encontrar la factorizacién QR [58], métodos basados en regularizacién [59], entre otros
(9], [5]-

Con el propdsito de exponer las diferencias del método de minimos cuadrados ordinarios
y restringidos, y tras una revision histérica del método de minimos cuadrados, se exponen
los fundamentos de las ecuaciones normales con la interpretaciéon geométrica, el teorema de
Gauss-Markov y un anélisis detallado sobre las implicaciones del uso de este teorema en
efectos tedricos y précticos, para finalizar con la solucién del método a través del uso de la
factorizacion QR.

En la segunda parte del trabajo, se fundamenta la validez para el uso de minimos cuadrados
restringidos mediante el desarrollo del estimador propuesto por [50] mediante multiplicadores



de Lagrange, ademas de los momentos del estimador sobre el cual se realizar estimaciones
a partir de la esperanza y la varianza. Dos criterios de comparacion entre el estimador
restringido y el estimador de minimos cuadrados ordinarios son expuestos a través de pruebas
de hipdtesis, uno de ellos estd basado en la prueba t y F, para determinar la existencia de
diferencias significativas entre el modelo con y sin restricciones [57], y el segundo criterio
basado en el error cuadratico medio que evaltia las implicaciones al imponer las restricciones
en el estimador [52]. Para finalizar con el desarrollo del modelo restringido a través de otros
dos métodos de solucién con sus respectivos algoritmos de solucion en el software R que se
pueden encontrar en el Apéndice.

Dada la importancia de las descomposiciones matriciales, en el siguiente capitulo se desarro-
lla un cuarto método de solucién basado en la factorizacion QR generalizada, ésta es definida
con los conceptos matriciales que subyacen y la sustentan, junto con la debida programacion
para ser aplicada como se evidencia en el Apéndice B, posteriormente la teoria desarrollada
se acopla al problema del modelo restringido que presenta restricciones de igualdad. Las
aplicaciones del método desarrollado son expuestas en cuaterniones una vez definidos los
conceptos relacionados con los nimeros complejos, como las propiedades basicas de los cua-
terniones, interpretaciéon geométrica y las transformaciones necesarias para ser aplicada la
factorizacion QR generalizada.

Por ultimo, a través de una simulaciéon con matrices aleatorias, se evalian los 4 métodos
de solucion expuestos a partir de matrices sobredeterminadas, matrices sobredeterminadas
que presentan colinealidad y la aplicaciéon de los algoritmos en cuaterniones, mediante la
comparacion de los dos residuales que se evalian para el modelo restringido.



2. Minimos cuadrados

Todos ellos recibieron honores de sus contem-
poréneos y fueron la gloria de su tiempo.
Algunos dejaron un nombre famoso que serd
conservado por sus herederos.

Y hay otros a los que ya nadie recuerda, que
terminaron cuando terminé su vida, que exis-
tieron como si no hubieran existido, y después
pasé lo mismo con sus hijos.

Eclesidstes 44:7-9.

Lo nuevo se apoya en lo viejo, y lo viejo aflora
en lo nuevo: no hay tradicién sin progreso, pero
tampoco hay progreso sin tradicién.

FErasmo de Rotterdam, Elogio de la locura.
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2.1. Historia del método de minimos cuadrados

Un primer precursor moderno del uso de herramientas estadisticas es probablemente Galileo
[22], quien primero sugiere que toda observacién esta sujeta a errores, y segundo que es
mas frecuente encontrar errores pequenos que grandes, pero que de igual modo, éstos se
distribuyen simétricamente alrededor del valor cero. Un esbozo de una teoria sobre los errores
se puede encontrar en su versién traducida [49], cuyo aparte dice:

“Entonces, siendo capaces estos observadores, y habiéndose equivocado en todas formas, sus
errores deben corregirse para poder obtener la mejor informacion posible de sus observa-
ciones, serd apropiado para mosotros aplicar las minimas correcciones y que sean lo mds
pequenas que se pueda; solo lo suficiente para eliminar las observaciones de la imposibilidad
y restaurarlas a la posibilidad”. p. (290)

Posteriormente, en el siglo XVIII hubo una gran cantidad de avances matematicos, se ini-
ciaron teorias que con el tiempo se reforzaron y se continuaron desarrollos que iniciaron con
los aportes probabilisticos de Cardano, Fermat y Pascal. Los desarrollos colectivos logrados
en distintos ambitos de la experiencia humana, ya sean artisticos o cientificos no se pueden
disociar de la época en la que se desarrollan, para este caso hubo dos razones fundamentales.

La primer razon es que en el siglo XVIII, conocido como el siglo de la ilustracion, la ciencia
tomo un papel central. La busqueda del conocimiento llevé a la financiaciéon de diversas ex-
pediciones, tomando gran relevancia la cartografia ya que ademés de aportar conocimientos,
permitia desarrollar mejoras en la navegacion; esta area se vié beneficiada por los nuevos
enfoques geométricos, con los cuales se lograba mayor precisién en los mapas [16]; las técni-
cas de localizacién no podia depender netamente de las observaciones terrestres, razéon por
la cual el comportamiento de los cuerpos celestes ayudaba en la navegacion de los buques
en mares abiertos [28], todos estos estudios generaban retos ante los cuales los cientificos
buscaban soluciones.

La segunda razon es debida al legado de Newton, como las tres leyes que llevan su nombre,
la ley de gravitacion universal, el desarrollo del calculo matemaético, los avances en el campo
de la éptica, etc. Los desarrollos provocaron un interés asiduo en el mundo cientifico por el
estudio de la mecdnica celeste [6], es decir, un interés en el estudio de los cuerpos celestes,
de la forma y del comportamiento del planeta.

Entre la diversidad de técnicas que permitian la localizacion basada en los cuerpos celestes,
los métodos desarrollados involucraban el uso de la media aritmética de un conjunto de
mediciones en condiciones de repetibilidad ' [49]. Una variacién del método usual se di6 en
1722, al publicar una obra péstuma de Roger Cotes, titulada “Aestimatio Errorum in Mixta

!Condicién de medicién, dentro de un conjunto de condiciones que incluye el mismo procedimiento de
medida, los mismos operadores, el mismo sistema de medida, las mismas condiciones de operacién y el
mismo lugar, asi como mediciones repetidas del mismo objeto o de un objeto similar en un periodo corto
de tiempo. Fuente: Vocabulario Internacional de Metrologia JCGM 200:2012.
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Mathesi”, en esta obra el autor expone una regla cuya interpretacién es semejante al de una
media ponderada [49], aunque tras la publicacién tuvo poca influencia en la matemédtica
posterior, pues la explicacion de Cotes en su obra es ambigua y no ejemplific el método de
uso de su regla.

Estudiando los movimientos de Jupiter y Saturno, Leonhard Euler publicé en 1749 la obra
“Recherches sur la question des inégalités du mouvement de Saturne et de Jupiter” donde
estudia el movimiento de la érbita de Saturno, con solucion insatisfactoria. Pero a través de
su trabajo, en la astronomia se hizo la transicion del uso de promediar simples observaciones
a combinar ecuaciones de observaciones, mediante el método de los promedios para el ajuste
de ecuaciones lineales [47].

Por otra parte, el astrénomo y cartégrafo Tobias Mayer, en 1750 publicé “Abhandlung uber
die Umwalzung des Monds um seine Axe und die scheinbare Bewegung der Mondsflecten”,
donde trabajé de manera independiente de los avances de Fuler, recolecté observaciones
sobre el problema de la libracién de la luna entre 1748 y 1749. Al igual que Euler desarrolld
e implementé el método de los promedios y le da solucion al problema; sin embargo, se
concluyé que los resultados obtenidos dependen de la eleccién de los grupos [47]. A pesar de
ello, el avance de Mayer fue abordar el problema con un enfoque estadistico méas desarrollado
que el de Euler. Tobias Mayer destacé por su trabajos de cartografia de la luna, desarrolld
tablas lunares midiendo posiciones y movimientos precisos de los crateres de la luna, pues,
aunque se suele decir que la luna muestra el mismo hemisferio hacia la tierra, ésta oscila
ligeramente de dos maneras. Al respecto, Rambaux [43] dice:

“Uno estd en longitud, con rotacion paralela al plano ecuatorial de la Luna, y tiene un periodo
de 2,9 anos. Para el segundo modo, el modo de latitud, el eje normal al plano ecuatorial lunar
traza un pequeno cono. Ese movimiento en el espacio es retrégrado con un periodo cercano
a los 81 anos.”

A este hecho que se describe, se le denomina libracién -o titubeo- de la luna. El planteamiento
de Mayer se baso en este hecho, pudiendo generar 27 ecuaciones con 3 paramétros, divididos
en tres grupos de 9 ecuaciones, el primer grupo consistia en las ecuaciones con los valores
mas altos para una variable independiente, el segundo grupo con los siguientes valores de
la misma variable y continuaba sucesivamente hasta los valores menores, luego sumaba en
cada grupo las ecuaciones componente a componente, terminando con tres ecuaciones de tres
incégnitas, cuya resolucién presenta mayor sencillez que el planteamiento inicial [41], [28].
Asi, podemos observar las clase de herramientas que se utilizaban en la época y la dimensién
de la clase de problemas que resolvian con herramientas estadisticas bésicas.

Debido a la sencillez del método de Mayer, éste fue muy usado por astrénomos y geodesistas;
sin embargo, debido a que su desarrollo fue el de un método ad hoc, no era capaz de genera-
lizar la solucién a cualquier tipo de problema, por lo tanto y como se mencioné previamente,
este método no encontraba la mejor solucién a los problemas. Basado en este método y en las
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implicaciones que tenia consigo, Boscovich, Simpson y Maire desarrollaron nuevos métodos.
Roger Boscovich en 1755 propuso el método de minimas desviaciones absolutas estudiando
la forma de la tierra [28], con el cual dié solucién al considerado tercer mayor problema
cientifico del siglo XVIII.

En 1787, Laplace desarroll6 métodos para ajustar curvas y superficies tanto para problemas
relacionados con astronomia, como en geodesia. En los métodos desarrollados, Laplace mini-
mizo el residual maximo, el residual absoluto promedio y el residuo cuadrado promedio, de
un modelo lineal [40], las ideas las recopilé en “Exposition du systéeme du monde” publicado
en 1796.

En 1799, fue presentada a la Asamblea Francesa el patrén de una nueva unidad de medida,
conocida como metro, definida como la diez millonésima parte de la longitud de un cuadrante
terrestre, esto fue posible gracias a una extrapolacion realizada a partir de la medicién de la
distancia desde Dunkerque hasta Barcelona, a través del meridiano de Paris; en este mismo
ano, Gauss publica “Allgemaine Geographische Ephemenriden 4” en donde se muestran los
datos obtenidos durante dichas mediciones y se realiza el calculo de esta distancia empleando
un método precursor al método de minimos cuadrados [18].

En 1805, Legendre fue el primero en publicar un desarrollo del método de minimos cuadrados
en el apéndice de “Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des cometes” aunque
sin fundamentos sélidos desde un enfoque probabilistico. No obstante, es explicito en el
proceso que se busca realizar:

“En la mayoria de las investigaciones donde el objetivo es deducir los resultados mds precisos
posibles de las mediciones observadas, nos dirigimos a un sistema de ecuaciones de la forma:

E=ax+by+ fz+ &ec.,

En donde a,b, f y &c. son coeficientes conocidos que varian de una ecuacion a otra, y x,y, z
y &c. son cantidades desconocidas a ser determinadas con la condicion de que cada valor de
E debe ser cercano a cero o una cantidad muy pequena.” p. (13).

Una primera prueba es dada por Dr. Robert Adrain en 1808 bajo el nombre de “Research
concerning the probabilities of the errors which happen in making observations”. En 1809
Gauss de manera independiente publica “Theoria motus corporum coelestium” dando una
justificacién probabilistica a través de méxima verosimilitud. Con el paso de los anos con-
tintan diferentes demostraciones del método propuestas por Laplace, Gauss, Ivory, Hagen,
Bessel y méas autores, a los que el lector puede referirse en [38].

Sin embargo, era usual en Gauss no publicar sus descubrimientos de inmediato, hasta tener
contenido suficiente [1] asi, a pesar de la publicacién de Legendre, Gauss se atribuyé el
desarrollo del método, generando una disputa entre ambos que terminaria favoreciendo a
Gauss, quien indica el inicio de su desarrollo desde 1795, la evidencia ampliamente estudiada,
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véase [46] muestra 4 piezas de estudio, de las cuatro, la méds importante se encuentra detallada
en [6] sobre la prediccién de la aparicién de Ceres.

El astrénomo italiano Joseph Piazzi en 1801 descubrié un cuerpo celeste al que posteriormen-
te se le llamaria Ceres, él observo la trayectoria del cuerpo durante 40 dias, correspondientes
a 9 grados de su orbita, luego, desaparecié tras el sol y surgi6 el interés de la prediccion de
la posicion al reaparecer.

Franz von Zach, un astrénomo aleman que Gauss conocié dos anos antes, sugirié el lugar
de aparicién de Ceres, Gauss también realizd predicciones obteniendo resultados diferentes
a las de Von Zach y de otros interesados en el evento; medio ano después, Zach redescubrié
al cuerpo en diciembre de 1801, el cual estaba casi exactamente donde Gauss lo predijo [46].

En 1823 Gauss comparé su publicacién de 1809 con una publicacién de Laplace de 1812 vy,
al ver que aun no se tenia un método completamente satisfactorio, demostro el teorema de
Gauss-Markov, el cual menciona que a través de minimos cuadrados las estimaciones tienen
varianza minima sin importar cudl sea la distribucién de los errores como se evidenciara
adelante.

Quienes mas contribuyeron al avance desde el enfoque estadistico de minimos cuadrados fue-
ron Francis Galton, Francis Edgeworth, y Karl Pearson. Galton aplicé el método de minimos
cuadrados desde un enfoque estadistico, en el articulo “Regression towards mediocrity in he-
redability stature” publicado en 1886 y en “Hereditability Genius” de 1869, denominando
analisis de regresiéon al realizar investigaciones sobre la herencia genética entre padres e hijos
[20], siendo una continuacién de los planteamientos de Lambert Adolphe Quetelet.

Galton pudo desarrollar sus planteamientos basado en datos de 930 padres y sus hijos,
encontrando una relacion visual mediante un gréafico estadistico, actualmente conocido como
grafico de dispersién, empleando ademas la distribucién acumulada normal inversa. En 1889,
con el libro “Natural Inheritance”, tras veinte anos de trabajo consigue reconciliar la teoria de
los errores y la herencia, ese trabajo lo dividié en 4 etapas [47]: una investigacion inicial sobre
las condiciones en las que se produce la ley de errores en 1874-1875; la experimentacion con
guisantes que le permitié formular de manera empirica la regresién en 1877; luego su trabajo
de un marco de referencia matematico de regresion en 1885 y finalmente la recopilacién en

1889 publicando el libro.

Las contribuciones de Galton inspiraron a autores como Francis Edgeworth, Karl Pearson,
Edne Yule, entre otros. Edgeworth pese a que estudio literatura clasica, fue un tedrico que
generalizé formalmente ideas de Galton y contribuy6 con la aplicacién en economia, en 1883
publicé “The method of least squares” donde discute los enfoques desarrollados por Gauss
y Laplace e indicé planteamientos sobre la bondad de ajuste. Contribuyé al estudio de la
regresiéon cuantilica, basado en el enfoque de Boscovich [34], en donde estudié la desviacion
absoluta media y propuso el uso de la mediana sobre la media en ajustes mediante mini-
mos cuadrados para distribuciones con colas pesadas; no obstante, no pudo encontrar un
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fundamento matematico.

El matematico Karl Pearson se valié de la originalidad de los planteamientos de Galton y de
la falta de profundidad en los desarrollos de Edgeworth -debido a que no contaba con for-
macién como matemédtico- 1 para desarrollar una metodologia sélida [47]. Pearson encontré
el ajuste mediante una linea recta a través de las estimaciones de minimos cuadrados para
el problema de Galton, encontrando que en efecto la linea tiende hacia la media aritmética.
Ademas, Pearson generalizo las ideas de Galton a multiples dimensiones y estudié la dis-
tribuciéon normal multivariada [48]. Posteriormente continué implementando medidas como
el coeficiente de correlacion y desarrollando un método més robusto de medicién. También,
indujo avances en inferencia estadistica como la distribucién Chi Cuadrado por ejemplo,
mientras dirigia la Escuela Biométrica del University College de Londres tras haberla crea-
do.

Las bases modernas del método se deben a Ronald Fisher, quien consolidé las teorias de erro-
res de Gauss y la teoria de correlacion de Pearson formulando las estimaciones de la regresién
lineal [2]. Promovié avances del principio de méxima verosimilitud [7], generé métodos de
bondad de ajuste basado en la teoria de la distribuciéon Chi-cuadrado de Pearson publican-
do en 1922 “The goodness of fit of regression formulae, and the distribution of regression
coefficients”. Realizo6 al igual que Pearson, comparaciones para el mejor ajuste comparando
el método de minimos cuadrados con el método de los momentos [2].

El desarrollo de las técnicas ad hoc explicadas previamente, una vez abstraidas al campo
matematico, lograron una consistencia y solidez logica, consolidandose como concepto formal
cada método, y trayendo a colacion a Charles Darwin, los métodos mas adaptables al cambio
sobrevivieron, asi, de estas bases matematicas pudieron evolucionar otros, y fueron aplicados
nuevamente en campos especificos.

Debido a todos los avances realizados y al desarrollo continuo de métodos, surge en la es-
tadistica una rama de estudio, regresion lineal, que goza de herramientas heredadas de las
aplicaciones practicas y de los fundamentos matematicos; para efectos practicos, su esen-
cia recae en interpolaciones y predicciones, y desde el enfoque tedrico la potencia surge
en optimizar y garantizar cualidades 6ptimas de las estimaciones ademaés de caracteristicas
apropiadas con las que debe contar un resultado de medicién.

En sintesis, se generaron diversos métodos para el ajuste de funciones dada informacién
previamente obtenida (minimos cuadrados, maxima verosimilitud y basada en la estadistica
bayesiana), y métodos algoritmicos para la ejecucion de los métodos de ajuste. Este trabajo
considera el enfoque de regresion lineal a través del método de minimos cuadrados.
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2.2. Minimos cuadrados

El anélisis de regresion es una técnica que permite ajustar un modelo, explicando el compor-
tamiento de un fenémeno a partir de un conjunto de observaciones. Las areas de aplicacién
abarcan multiples disciplinas, debido a que desde sus primeras formulaciones se ha logra-
do aplicar la teoria a problemas de otras areas; esto ha permitido que la regresion lineal
sea abordada desde diferentes perspectivas, lo cual ha llevado a nuevas preguntas que han
permitido enriquecer la teorfa [45].

El modelamiento de funciones buscar encontrar una funcién que se adapte mejor a las ob-
servaciones, determinar la que se denomina “mejor funcién” implica basarse en distintos
criterios que garanticen la existencia de una solucién satisfactoria; segin cada problema,
existen métodos que aumentan la eficacia de los resultados, ya sea a través de la exactitud
de las estimaciones, el tiempo de ejecucién del método, la estabilidad numérica y/o el costo
computacional.

Mediante el método de minimos cuadrados se garantiza obtener la funciéon que mejor se
ajusta a los datos bajo ciertas condiciones, para que se pueda explicar con fiabilidad el
comportamiento de una variable de interés a través de una variable observada. El error entre
las observaciones y la funcién de ajuste es la base sobre la cual se minimizan las diferencias,
disminuyendo el sesgo, y en consecuencia, se garantiza mayor exactitud en las estimaciones
realizadas. La solucién de este método depende de las caracteristicas de los datos obtenidos,
en ese orden de ideas, se pueden clasificar distintos tipos de soluciones a través de métodos
analiticos, matriciales, de regularizaciéon o basados en métodos numeéricos.

Definicién 1 (Modelo lineal). Sean n observaciones ay, as, ..., a, una m.a. de una poblacion,
ademds, sea b una variable aleatoria relacionada con el conjunto de variables a; como sigue
b=~ xg+ x101 + 2000 + - - - + 0,
donde x = (x9,x1,, X2, ..., , Tp) Son pardmetros desconocidos fijos, a = (a1, as,as, ..., a,) son
variables independientes, endogenas u observadas y, b es una variable dependiente, respuesta,

regresora 0 exdgenda.

Este modelo representa una relacion estocastica entre una variable dependiente y otra in-
dependiente; es una relacién estocastica debido a que se encuentra sujeta a condiciones
aleatorias de las variables de mediciéon, de alli que las estimaciones se realizan en un campo
probabilistico a diferencia de un sistema determinista, en el cual el comportamiento a es-
tudiar es predecible. De esta manera, la relacion de las variables expresada anteriormente,
puede ser generalizada a través de un sistema de ecuaciones lineales, que a su vez, puede ser
reexpresado a través de una representacién matricial donde las variables independientes son
agrupadas en una matriz A de tamano m x n, los vectores x y b son de tamanon x 1y mx 1
respectivamente, de la manera:



2.2 Minimos cuadrados 11

Az ~ b (2-1)

Las distintas formas matriciales que puede adquirir la matriz A tiene como consecuencia
distintos desarrollos de las formulaciones matematicas. En el caso més comin de las aplica-
ciones practicas, podemos encontrar un sistema de ecuaciones donde la matriz A conduce a
tener un sistema sobredeterminado, se caracteriza por tener mas ecuaciones que incégnitas
(m > n), no tiene solucién debido a que el sistema no es consistente si b no pertenece al es-
pacio columna de A, sin embargo, se puede realizar una aproximacién segun la minimizacién
de los residuales.

> e = min|| Az — b|3 (2-2)

Se emplea la norma euclidiana en la ecuacion 2-2 por las propiedades que se mencionan en el
Apéndice A, el uso de esta norma se justificara al utilizar transformaciones ortogonales debido
a su invarianza; en esta seccion esta norma es tutil para la construccién de las ecuaciones
normales.

De la ecuacion 2-2 surge el planteamiento del método de minimos cuadrados ordinarios, su
solucién se determina a través de las ecuaciones normales, que se derivan de las condiciones
de primer orden. Para la optimizacion de dicha ecuacion no se trabaja con las desviaciones
absolutas, pues la suma de estos valores es cero, en cambio, se trabaja con los cuadrados de
dichas diferencias, de este planteamiento inicial se realiza la representacién matricial de las
ecuaciones normales, en el cual se reitera que el mejor ajuste por obtener es aquel en el cual
se minimizan los valores de los residuales.

Proposicién 2.2.1 (Ecuacién normal). La minimizacion de la suma de cuadrados de los
residuales Ax — b, se satisface cuando AT Az = ATb.

Demostracion. Partiendo de buscar minimizar los valores de los residuales

> leill3 = min (b — Az)" (b - Ax)

i=0
A través de las condiciones de primer orden

9 T
%(b—Az) (b—Ax) =0

—2ATh +2AT Az =0

De aqui se concluye que AT Az = A”b. O
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Las ecuaciones que se obtienen de la expresion matricial
AT Az = ATb (2-3)

se denominan ecuaciones normales, el nombre hace referencia a la normalidad (u ortogo-
nalidad), pues a nivel geométrico la solucién ofrecida por este método es de proyecciones
ortogonales sobre subespacios, como consecuencia de la ortogonalidad se puede afirmar que
se minimizan las distancias; esta optimizacion es la esencia del método de minimos cuadra-
dos, pues en estas ecuaciones se afirma que AT (Az — b) = 0, véase la figura 2-1.

Figura 2-1.: Proyeccion ortogonal de un vector respuesta b sobre el espacio generado por

C(A).

Ax —b

Az

La formulaciéon de minimos cuadrados ordinarios tiene solucién, en principio, si las ecuaciones
normales tienen solucién, en cuyo caso dichas soluciones coinciden y son dadas por

r = (ATA)1ATD. (2-4)

Una condicién que permite garantizar la unicidad en la solucién en la Ecuacion 2-3, se deriva
del rango de la matriz A. En caso de que el rango sea completo, es decir, rango(A) = m,
la matriz es invertible (no-singular) por lo tanto existe la inversa de AT A. Por el contrario,
si no es completo el rango de la matriz A, existe un subespacio de valores para los cuales x
admite solucion en las ecuaciones normales, esto se debe a que existe dependencia entre las
columnas de A, nos extenderemos adelante en este caso, al hablar de multicolinealidad en la
matriz de diseno A.

Sin embargo, en caso de no ser posible calcular la inversa de la matriz AT A, surgen com-
plicaciones para estimar los valores que garanticen una soluciéon éptima; no obstante, dado
que es un método altamente utilizado en aplicaciones tedricas y practicas, las limitaciones
se pueden sortear de distintas maneras segiin una literatura ampliamente diversificada en
distintas areas, c.f. [44].

A pesar de esto, ciertas limitaciones del método son evidentes, una de ellas es la pérdida de
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la estabilidad cuando la matriz A estd mal condicionada?. Un método basado en el calculo
de AT A es més costoso que los métodos basados en factorizaciones matriciales, entonces el
método es més propenso a tener falta de precision; sin embargo, [29] menciona que puede
ser dos veces mas rapido este método para el caso sobredeterminado cuando la matriz A es
densa 3. Otros detalles sobre el método pueden ser consultados en [29] y [8].

Una alternativa usual al usar las ecuaciones normales se obtiene al observar que A7 A es una
matriz simétrica y semidefinida positiva, por lo cual admite una factorizacién de Cholesky
[23]; asi, las propiedades en casos donde no es eficiente el método, pueden mejorar, entonces se
induce que es un caso comun el uso de factorizaciones matriciales, en aquellos casos donde los
algoritmos basados en la matriz AT A presentan inconvenientes al trabajar con los datos de la
matriz de diseno por la cantidad de informacion o por las caracteristicas de los resultados en
términos de exactitud numérica, de la estabilidad de las estimaciones y tiempos de ejecucién
del método.

Las ecuaciones anteriores adquieren otra connotacion cuando se les busca una aplicacion
estadistica, este hecho depende de que no se trabaja solamente con ecuaciones, en palabras
de [21]:

“Un modelo es mas que una ecuacion, pueden haber declaraciones asociadas sobre la distri-
bucion de la variables aleatoria o sobre la naturaleza de X o y.”

Y en el caso en donde las declaraciones de las ecuaciones sobre las variables aleatorias
cumplen las pautas del teorema de Gauss-Markov, el estimador x cumple las propiedades
estadisticas de ser el mejor estimador lineal insesgado éptimo (MELIO).

2.3. Teorema de Gauss-Markov aplicado al modelo lineal

Teorema 2.3.1 (Gauss Markov). Sea el modelo considerado en 2-1 donde A € R™" b € R™
y x € R™. El mejor estimador lineal insesgado dptimo (MELIO) se obtiene minimizando
ming||Az — b||3. Y las condiciones de los residuales en las estimaciones deben sequir:

= [a variable x es no estocastica o fija.
» Elelz] =0

» Vielz] = 0

2FEl condicionamiento de una matriz indica una medida de la perturbacién de un resultado. Si un pequefio
cambio en los valores de entrada produce un cambio pequefio en los valores de salida, la matriz esta
bien condicionada; pero, si en los valores de salida la variaciéon es grande, se obtiene una matriz mal
condicionada. Véase [29].

3Se dice matriz densa en casos donde la matriz presenta poca cantidad de valores cero, en caso contrario
la denominacién es matriz dispersa.
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n» Corr(g;,ej) #0, Vi#j

Establezcamos con detalle las condiciones mencionadas en el teorema, pues de ellas se de-
rivan las implicaciones de caracter tedrico y practico por las cuales este teorema es de alta
importancia.

A pesar de garantizar las mejores estimaciones cumpliendo los supuestos, cuyas bases son
algebraicas, en muchos casos préacticos se incurre en la violacién de los mismos. A pesar
de incumplirse, éstos no son extremadamente limitantes, existen maneras de sortearlos sin
afectar de gran manera la validez de los resultados [13]. No obstante, es de cardcter impe-
rativo analizar dichos diagndsticos para evitar asumir incorrectamente su cumplimiento o
incumplimiento.

La linealidad es generada a través de una funcion lineal en sus parametros, entonces, en caso
de haber no-linealidad las estimaciones se tornan invalidas, las pruebas visuales sobre la
relacion de las variables pueden ayudar a indicar el tipo de comportamiento que presentan.

La insesgadez de un estimador, establece que el valor esperado coincide con el valor del
)

parametro, es decir, el parametro 6 es estimado a través de 6, y se relacionan con el opera-

dor de la esperanza matematica F [9} = 6, la ausencia de sesgo de un estimador ayuda a

garantizar la validez de las estimaciones realizadas en torno al valor verdadero y desconocido

del parametro.

No obstante, aunque en algtin caso puede existir ausencia de sesgo, no se puede garantizar
que sea un buen estimador, incluso, no se puede garantizar en algunos casos su existencia,
siguiendo a [36] “Aunque el sesgo es una condicién atractiva, después de que un mejor
estimador insesgado se ha encontrado, se debe investigar su desempeno y no descartar la
posibilidad de que exista un estimador ligeramente sesgado con un riesgo mucho menor”
debido a que “incluso cuando el estimador es insesgado no hay garantia de que el estimador
sea deseables de otras formas y, en cambio, se puede preferir estimador que tiene algiun
sesgo.”

“Por otro lado, un gran sesgo generalmente se considera un inconveniente y se han desa-
rrollado métodos especiales de reduccion del sesgo.” Y en ese caso, el uso de métodos de
remuestreo como el uso del método jacknnife o bootstrap pueden ser de utilidad para la
correccion del sesgo como menciona enseguida [36]. Asi, el estudio detallado del desempeno
de un estimador es un estudio en conjunto dado que debe cumplir alternamente con las
caracteristicas que afirma el teorema de Gauss Markov.

En caso de existir el estimador insesgado, el valor de E(g) = 0, estd centrado alrededor del
valor del parametro x, esto es, en condiciones de repetibilidad, el valor de & varia debido a
errores aleatorios, pero el componente sistematico es el que se mantiene alrededor del valor del
parametro. Entre los estimadores lineales e insesgados, la mejor estimacion estd garantizada
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a través de este teorema, sin embargo, esto no significa que sea la mejor estimacion entre
todos los posibles estimadores como se menciond anteriormente. Basados en 2-4 surge la
demostracion de la afirmacion de insesgadez y de las propiedades de los residuales, teniendo
en cuenta Fle] = 0 se procede a continuacion asi

-1

AT (Az + ¢)]
AT Az] + E[(ATA)
z]+ E[(ATA)" ATg]

16]

Otra propiedad a estudiar es la varianza de un estimador, también llamada eficiencia, ésta
queda determinada entre la clase de estimadores lineales e insesgados. Eficiente es aquel que
presenta una menor varianza respecto de los demds estimadores, un criterio para evaluar
es el error cuadratico medio (ECM), la varianza del estimador Z queda determinada por la
matriz de varianzas y covarianzas >, tal que

S, =E[(@—2)(&—2)]
Reexpresando el valor de z segiin 2-4 tenemos

S, = B[(ATA4) A7 (Ax - 2) - ) (ATA) AT (Ax ) - )]

[
=F ((ATA (AT A — oz — (ATA)*lATa) ((ATA)*I(ATA)x —x— (ATA)*lATg)']
=F (

AT 4) 7 ATE) (ATA) 1 ATe)|
[(ATA) AT ee(ATA)~ 1AT}
Bajo el supuesto de cumplir con la varianza constante se tiene que E(g) = o2, asf

S, = (ATA) 1A 21 (AT 4) 1 AT
— O_Q(ATA)—I

En ésta expresion, se puede observar que en la demostracién no se hace necesario el uso
de propiedades como la insesgadez del estimador, ni del comportamiento normal de los
residuales, y por lo tanto no se ve afectado en la préactica por estos supuestos.

Se espera que se dé cumplimiento si en cada observacién la varianza permanece en un rango
constante, grandes alteraciones afectan el estimador y con él, su validez. En la practica es
plausible el incumplimiento de la varianza constante debido a las condiciones de experimen-
tacion u obtencién de la informacién, transformaciones erréneas de la variable, la asimetria
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en una distribucién, la presencia de datos atipicos, mezcla de subpoblaciones en los datos
de medicién, interacciones entre variables que no se han contemplado en el modelo -omision
de la variable y/o la interaccién-, o que los datos pueden diferir en contextos temporales o
espaciales, c.f. [26] y [13].

Aunque la heterocedasticidad no afecta la insesgadez del estimador o la consistencia, si la
eficiencia, es decir, existe otro estimador con una varianza minima que no corresponde con
el de minimos cuadrados ordinarios, por lo tanto, el calculo de la matriz de varianzas y
covarianzas no queda apropiadamente estimada, tampoco los calculos de errores estandar,
que a su vez, su uso incurre en predicciones, intervalos de confianza, y pruebas de hipdtesis.

Dado que se puede sobrestimar el valor de la varianza, no se garantiza que en un intervalo
de confianza se cubra el nivel nominal de cobertura propuesto. Decimos que la varianza esta
sobreestimada debido a que al no haber una varianza constante, la alta dispersion entre las
varianzas permiten la existencia de otro estimador zy tal que var|z;] > var|zs].

En pruebas de hipétesis, dado que se suelen establecer los resultados a través del uso del error
estandar, los cuales estan sobreestimados, entonces, por ejemplo, en un modelo a través de la
prueba F o prueba t para un ANOVA, no quedara evidentemente bien estimado, incurriendo
probablemente en decisiones erroneas como lo es rechazar la significancia de un modelo o
la contribuciéon de una variable independiente en el modelo cuando si es significativa, o
viceversa.

Algunas alternativas para tratar la heterogeneidad en las varianzas pueden estar relacionadas
con el uso de errores robustos, la técnica es conocida como el estimador de White, o estimador
sandwich, que segun [30] “El estimador de White para los errores estandar nos ayuda a evitar
calcular estimaciones de intervalo incorrectas o valores incorrectos para las estadisticas de
prueba en presencia de heterocedasticidad.” El autor anade a continuacién que de ninguna
manera esto garantiza que deje de existir otro estimador que sea el mejor entre la clase de
estimadores lineales e insesgados.

Otras técnicas pueden estar relacionadas con el uso de minimos cuadrados ponderados, pues
en caso de conocer las varianzas puede generar estimadores MELI; uso de transformacién
de las variables; también el uso de minimos cuadrados generalizados en presencia de hete-
rocedasticidad pueden ser una alternativa adecuada, en tal caso se puede demostrar que el
estimador es MELI a través de este modelo; Se aclara que son técnicas que sirven como
alternativas en caso de presentar heterocedasticidad, es decir, previo a este proceso hubo
un estudio sobre su deteccién como la visualizacion gréafica de las observaciones versus los
residuales que aunque subjetiva y limitada puede ofrecer informacion para su deteccién, o
las pruebas formales como Breuch-Pagan, White, de Levene, Goldfelt-Quandst, etc, c.f. [26].

Otro supuesto es la autocorrelacién de una serie de datos en un modelo lineal, segin [26],
trae problemas al igual que la heterocedasticidad, en que a pesar de no perder la insesgadez,
ni la consistencia, sucede que el aumento en el nimero de la muestra no es garantia de la
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solucion de la autocorrelacion, ademas se ve afectada la eficiencia del estimador. Un modelo
que usa la informacion otorgada sobre la autocorrelacién es el modelo de minimos cuadrados
generalizados, y segin idem., se puede obtener asi un estimador que puede ser MELI a
diferencia del estimador de minimos cuadrados ordinarios.

Medidas de deteccion de la autocorrelacién puede ser el uso de un correlograma, la prueba
de Durbin Watson o aunque menos conocida, se encuentra la prueba de Breusch Godfrey. Al
igual que el caso de heterocedasticidad, la variedad de las pruebas es de vital importancia
para reconocer de manera adecuada el tipo de prueba que se adecua mejor a los datos
obtenidos, solo asi, se garantiza una consistencia y validez de la informacién que se analiza.

Tras su deteccion, como algunas posibles alternativas se encuentra la transformacion de
variables, el uso de minimos cuadrados generalizados, o una nueva especificacién del modelo,
aunque el nuevo planteamiento propone problemas de otro tipo y que no garantizan que se
solucione la autocorrelacion de las variables, debido a que puede ser por la naturaleza de la
informacion a tratar, tal es el caso en estadistica espacial o series de tiempo.

Aunque en los enunciados sobre el teorema de Gauss-Markov no se hace referencia sobre
la normalidad de los residuales, se realiza la especificacién dentro del mismo, o la concate-
nacién de ambos hechos, para simplificar y generalizar el comportamiento que éstos deben
tener, pues mediante la distribucion normal, la asignacion de la distribuciéon de probabilidad
sobre los estimadores #; y sobre la varianza 62 pueden declararse, desencadenando en la
distribucién para las pruebas de hipdtesis e intervalos de confianza, este hecho ampliamente
estudiado se ve estructurado por el teorema de limite central, las demas ventajas ofrecidas
por esa suposicion son las bien conocidas, facilidad de su tratamiento a partir de valores
como la media y la varianza, y la conveniencia de que una gran multitud de fenémenos a
estudiar tienen un comportamiento aproximadamente normal.

Se puede derivar otro inconveniente en el ajuste del modelo, esto es cuando se presenta una
relacion entre las variables independientes, denominamos colinealidad o multicolinealidad
cuando una de las variables independientes es combinacion lineal de otra variable indepen-
diente o mas de dos, respectivamente, las consecuencias afectan la estimaciéon de I;; la matriz
(AT Aty)~!, tendra una columna que es combinacién lineal de otras, como consecuencia la
matriz es singular v no se puede estimar el valor de b apropiadamente [15].

Al haber multicolinealidad, la especificacién del modelo evidencia informacién redundante, es
de alta importancia lidiar con dicho problema para no invalidar las estimaciones, la presencia
de valores de correlacién altos entre las variables puede ser prueba para su deteccion, aunque
no sea exacta la correlacion entre las variables, una casi combinacion lineal exacta, genera
una matriz casi singular, y aunque de este modo si hay solucién del sistema, la matriz pasa
a ser de tipo mal condicionada.

Se ve generada la multicolinealidad debido al sobreajuste del modelo, esto es, cuando en el
modelo se incluye una alta cantidad de variables, entonces aumentan las posibilidades de que
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se encuentren correlacionadas, un tamano de muestra pequeno puede ser causante de este
problema, o en estudios transversales o longitudinales, se puede presentar que con el tiempo
ciertas variables se comporten de manera similar [26].

Métodos para la solucién de la multicolinealidad siguiendo a [17] son el cdlculo de las corre-
laciones entre las variables dependientes, también el calculo de los autovalores de la matriz
A, y asi, aquellos cuyo valor sea cercano a cero indican la presencia de multicolinealidad, o a
través del nimero de condicién de la matriz A, el cual es un indicador cuando se presentan
grandes perturbaciones en los valores de entrada para determinar el impacto en los valores
de salida. Otros estadisticos comunes para la deteccién de la multicolinealidad son el factor
de inflacién de la varianza (FAV), el cual mide el cambio de la varianza de algun coeficiente
de regresion cuando se presenta la multicolinealidad entre las variables, entonces para un
coeficiente a;, el FAV se expresa como

1
11— R?

Aunque no se encuentra establecido, desde enfoques tedricos e incluso desde enfoques practi-

FAV;

cos se sugiere la presencia de multicolinealidad si FFAV > 10.

En [25] se tienen técnicas para su solucién como la regresién Ridge, que hace parte de las
técnicas de regularizacién, en ésta técnica se imponen penalidades en el vector de coeficientes,
para este caso particular se busca eliminar la dependencia entre las variables, si se identifican,
se busca la omisién de la variable en el modelo a través de (AT A+ XI)~1ATb, donde A es un
término de penalidad tal que, en general A > 0; este método funciona como un control sobre
las variables de entrada, para que pasen a hacer parte de un modelo de estudio y analisis.

Siguiendo a [26] “Si la multicolinealidad es perfecta, los coeficientes de regresion de las
variables = son indeterminados, y sus errores estandar, infinitos. Si la multicolinealidad es
menos que perfecta, los coeficientes de regresién, aunque sean determinados, poseen grandes
errores estandar (en relacién con los coeficientes mismos), lo cual significa que los coeficientes
no pueden ser estimados con gran precisién o exactitud”.

El andlisis de los supuestos que se generan a partir del teorema de Gauss Markov, que
garantiza la optimalidad de las estimaciones para el valor de b a través de z, mediante las
ecuaciones normales, si bien abren un panorama de fiabilidad estadistica, no es la unica
perspectiva por analizar, pues aunque se cumplan todos los supuestos, otras maneras de
donde la influencia de los resultados puede ser sesgada o alterada es a través de los algoritmos
que lo generan y de la fundamentacién matematica sobre la cual se desarrollé.

El motivo de la mencién de este factor es que se debe tener en cuenta la naturaleza de los
datos de estudio, pues el uso de las ecuaciones normales, con todo lo que conlleva su uso,
es aplicable convenientemente para algunos casos, si se trabaja con una gran cantidad de
informacion el calculo de la matriz (ATA)_l puede ser de un trabajo ineficiente, respecto
de otras técnicas que no involucran la propensién a errores de redondeo. A continuacion,
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y siguiendo con un enfoque matricial, se aborda el problema a través de descomposiciones
matriciales.

2.4. Descomposicion del problema de minimos cuadrados

La solucion a la estimacion de los parametros se puede encontrar mediante la descomposicion
de una matriz, permite facilitar los procesos buscando eficacia sin dejar de tener en cuenta
la veracidad, exactitud y precisién de las estimaciones, una amplia gama de técnicas ha sido
de alta implementacion e investigacion. Estos métodos se basan en su mayoria en la nocion
de transformacién ortogonal, véase Apéndice A, que se basan en la descomposiciéon de una
matriz para facilitar la ejecucion de los procesos.

En este trabajo nos centraremos en la descomposicién QR, donde las transformaciones ma-
triciales realizadas en este método son tan precisas como en métodos numéricos o basados
en la descomposicién de valores singulares (DVS) [56].

Sin embargo, cuando la matriz no tiene rango completo una buena alternativa es usar DVS,
tiene la ventaja de que a través de este método se puede calcular la matriz pseudoinversa en
esta factorizacién matricial, aunque carece de la eficiencia y de la estabilidad numérica de
otros métodos ademéds de posibles costos computacionales altos [8], [56] en razén de no ga-
rantizar la unicidad de las matrices en las cuales se descompone A. Otro tipo de factorizacién
como LU o Choleski, dependen de que la matriz tenga caracteristicas de simetria y/o que
sea definida no negativa, por lo tanto es una restriccion que no permite ser implementada
de manera general.

A pesar del gran uso e implementacién de los modelos de minimos cuadrados ordinarios es
necesario tener en cuenta la falta de fiabilidad, que puede deberse a un escenario relacionado
con el incumplimiento de los supuestos que se indican en el teorema de Gauss-Markov, su in-
cumplimiento acarrea invalidez desde distintas perspectivas como se explicaron previamente,
de alli, el surgimiento de alternativas como minimos cuadrados ponderados, robustos, totales,
parciales, restringidos, etc., que permiten tratar conforme la naturaleza de la medicion de los
datos, de las condiciones experimentales, como la aparicion de valores atipicos e influyentes,
de la informacién adicional, u otros factores a tener en cuenta en el analisis por realizar.

Otras alternativas que han surgido con el objetivo de garantizar estimaciones fiables en
minimos cuadrados, podemos encontrar los métodos de regularizacion. En estos métodos se
imponen penalizaciones en los estimadores de la funcién a estimar ayudando a reducir la
varianza, como era el caso de la regresion Ridge tratada anteriormente, método que también
pretenden solucionar problemas de colinealidad de las variables.

Otro tipo de solucién para los métodos es a través de métodos numéricos, bien sea basado
en eliminacién gaussiana, minimos cuadrados recursivos y otros métodos a los que el lector
puede referirse en [8].
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Entre todos los métodos, son de amplia utilidad e interés aquellos basados en descomposi-
ciones matriciales, debido a la alta eficiencia, exactitud, facilidad de implementar compu-
tacionalmente. Podemos encontrar la descomposicién de valores singulares, factorizacién LU,
Choleski o factorizacion QR, éste ultimo a través de 3 métodos esencialmente: reflexiones de
Householder, rotaciones de Givens o el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schimdt. En el
Apéndice A se exponen los fundamentos relacionados con la factorizacién QR para los tres
métodos, y en adelante se delimita el uso de esta factorizacion para la teoria expuesta.

2.4.1. Factorizacion QR en la soluciéon de minimos cuadrados

Sea A € R™" b € R™! ademds sea una matriz ortogonal € R™ ™ y una matriz
triangular superior R € R™*", el problema de minimos cuadrados lineales es

ming | Q" (Az —b) ||

Como se indica en el Apéndice A, una transformacion ortogonal es invariante al utilizar la
norma euclidiana. Siguiendo a [21] en el caso donde en A es de rango completo la descom-
posicién de A mediante matrices por bloque es de la forma

A=Q( R 0)

Sea ¢ un vector definido a través de la reexpresion

QTy:c:(c1 02)

donde ¢; € R™ y ¢ € R ™, en palabras, la particiéon del vector ¢ se realiza conforme la
particién de la matriz A en términos de R; y del vector 0, que a su vez, depende estrictamente
del rango de la matriz A, pues p(A) = p(Ry) =m

Por lo tanto, la minimizacién 2-2 se expresa
(b— Az)" (b — Az) = (b — QRyz)T (b — QRyx)
= (Q"b— Ri2)"(Q"b — Ryx)
(1 — Ryw) (e; — Riz) + ¢l ey

Debido a que esta ultima ecuacién es no-negativa, el valor minimo de la norma residual al
cuadrado se da cuando (¢; — Ryx)T(¢; — Ryz) = 0. De donde se obtiene la solucién

r=R 1

Asi las cosas, la solucién a través de la factorizacion QR tiene una solucion sencilla para
el caso de una matriz A de rango completo, lo restante dependera pues, del método para
el calculo de la factorizacién QR, sea reflexiones de Householder, rotaciones de Givens u
ortogonalizacion de Gram Schmidt.
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Qué es el hombre se pregunta Pascal: Una
potencia de exponente cero. Nada si se compara
con el Todo. Todo si se compara con la nada:
Nacimiento més muerte: Ruido multiplicado
por silencio: Medio aritmético entre el todo y la
nada.

Nicanor Parra. Pensamientos
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El modelo de minimos cuadrados ordinarios, como bien se indicé en el capitulo pasado,
puede presentar inconvenientes al incumplir los supuestos de los residuales, obteniéndose un
estimador sin las propiedades MELIO u otras consecuencias practicas.

Como consecuencia practica, es posible que las estimaciones no se acoplen adecuadamente
a las condiciones del problema por solucionar, dando como resultado, coeficientes que no se
ajusten a los valores practicos adecuados, sin factibilidad alguna de interpretacion.

En caso de ser posible que se cuente con informacién auxiliar para no depender tinicamente de
los datos obtenidos, la estructura del modelo, las consecuencias tedricas en las propiedades de
los estimadores, los métodos de solucién y las consecuencias practicas se pueden ver alteradas
drasticamente respecto del modelo de minimos cuadrados ordinarios.

La informacién a priori “puede provenir de diferentes fuentes como la experiencia del pasado
o largas asociaciones del experimentador con el experimento, u otros tipos de conductas en
el pasado” [42]. La inclusion de la informacién a priori en el modelo, puede ser anadida a
través de restricciones que al imponerlas en el modelo lineal, pueden suplir las desventajas
del estimador de minimos cuadrados ordinarios, ademas de que se adecuan a soluciones que
si tienen interpretacién en el contexto del problema.

Distintos tipos de informacién a priori en forma de restricciones pueden ser incluidos en el
modelo,

= Igualdad

= Desigualdad
= No lineal

» Estocastico

A través de igualdades, en forma de restricciones de un solo componente ;1 = 0 o de una
relacion entre componentes xy = 3x3, de manera general nos referiremos a este sistema de
ecuaciones lineales de la forma Cz = d, véase Idem. Notese que si d = 0, el modelo de
minimos cuadrados restringidos coincide con el modelo de minimos cuadrados ordinarios, en
otras palabras, esté ultimo es un caso particular de minimos cuadrados restringidos.

A través de desigualdades pueden ser encontradas en su forma mas comin como no-negatividad
x > 0 o convexidad Az + (1 — \)x; también a través de restricciones de tipo no lineal xAxT,
u otro tipo de restricciones como combinaciones entre éstas ||z||2 < a, ete. Sin embargo, la
inferencia cambia para el caso de restricciones de tipo desigualdad o no lineal, ademas no
hay una formula general para su solucion, pues depende de la estructura de la restriccién
impuesta en el modelo [21]. Finalmente para las restricciones estocdsticas se considera que
la informacién a priori se satisface de manera aproximada Cz + ¢ = d con ¢ = (0,02V), sus
fundamentos pueden ser vistos en [42].
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Debido a la inferencia estadistica que fundamenta de manera muy particular a aquellas
restricciones que son de tipo no igualdad, el alcance de este trabajo se limita ostentosamente,
asi, se anade mas detalle y fundamentaciéon en el modelo de minimos cuadrados restringidos
a través de restricciones de igualdad.

Definicién 2 (Minimos cuadrados restringidos). La representacion del modelo de minimos
cuadrados restringidos a través de restricciones de igualdad es

min [ Az — b (3-1)

Siendo A € R™*" C € R, b€ R™*! yd € RP¥L

Las restricciones C'x = d son otro sistema de ecuaciones lineales, del cual ya se conoce su
propésito al anadirse en el modelo lineal, si este sistema de ecuaciones lineales cumple la
pauta de que C' tenga rango completo p(C) = n, entonces en tal caso, el sistema tiene
solucion tunica, y asi, tambien el modelo de minimos cuadrados restringidos, la notacién
aunque cambie mas adelante en términos del rango y la nulidad, expresara la misma idea
recién expuesta.

3.1. Estimador para minimos cuadrados restringidos

En 1961 Henri Theil [50] propuso un estimador directo que permite el cdlculo del vector que
satisfaga la ecuacién 3-1 [51].

Definicién 3 (Estimador para MCR). Basado en el uso de multiplicadores de Lagrange,
una expresion para la obtencion del vector de estimadores xycr €s:

Tyor = &+ (ATA) T CT [C (ATA)™ CT} B [d— C#] (3-2)

El calculo se basa en el uso de multiplicadores de Lagrange, de tal manera que las restricciones
se incorporan al modelo y la solucién se genera a partir de las condiciones de primer orden
en el nuevo modelo de n variables originales méas k restricciones. Se usa indistindamente x y
Tyror como la solucién del modelo y & como el estimador de minimos cuadrados ordinarios

Demostracion.

mine’e = (Az —b)" (Az — b) — 2\ (Cx — d)
minele = bTb — 20Ab + 27 AT Az — 20T (Cx — d)
derivando respecto a x y A tenemos

82 = —2ATb + QATA:EMCR +CTA=0 (3_?’)
s
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0
5 = QCLL’MCR —2d=0 (3‘4)

Este sistema puede escribirse a través de matrices [24], donde se evidencia que el sistema
tiene solucion si tiene rango completo la primer matriz

{AZA g] {IMACR] _ {Agb} (3-5)

Al multiplicar 3-3 por el factor C' (ATA)f1 se obtiene
—2C (ATA) N ATh 420 (ATA) T AT Azyor + C (ATA) T CTA =0
—20 (ATA) " ATb + 2Canon + C (ATA) T CTA=0

Si la restricciones se suponen ciertas, entonces de 3-4 se obtiene C'x = d, asi

—2C (ATA) " ATb 4 2d + C (ATA) ' CTA=0
Por lo tanto el valor de A es
A= -2[C(ATA)" "] - |d—C (a72)™" ATy
Este valor se sustituye en 3-3
—~247b 4 24" Awyrop — 207 [C (AT4) T 7] o d—C (A7) AT =0
Finalmente, el valor de xjcr se obtiene al premultiplicar el factor (AT A)~! con el fin de

despejar dicha variable, entonces

(AT A) L ATb+2(AT A AT Az prop—2(ATA)LOT [(J (AT4)" CT} - [d —C(AT4)” ATb} ~0

—2(ATA) T ATD + 20y — 2ATA)ICT € (ATA) T T o 4= C(ATA)" AT =0

Al reemplazar el estimador de minimos cuadrados ordinarios & = (ATA)_l ATb, se obtiene
el estimador

Tyor =&+ (ATA) T CT [C (ATA)™ CT] B [d— C#]
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La diferencia tras la obtencion del estimador restringido y el no restringido en palabras de
[51] se expone asi “Nosotros podemos concluir que la diferencia entre el vector de coeficientes
de minimos cuadrados entre el restringido y el no restringido es una funcién lineal del vector
(Cx — d), que mide el grado en el cual el ultimo vector de coeficientes no satisface las
restricciones”.

Aunque la obtencion de la solucion es directa, pues depende de valores conocidos, también
depende del estimador de minimos cuadrados ordinarios, precisamente la dependencia genera
una deficiencia del estimador restringido dado el no restringido. Por ejemplo, si la matriz de
diseno tiene problemas de dependencia lineal entre sus columnas, no seria posible obtener
una estimacion para el estimador a través de este método, siendo necesario solucionar el
problema de la multicolinealidad, por lo tanto, al no ser completamente dependiente de
la informacién extraida por el experimento, como menciona sobre 3-2 en [24] “No debe ser
vista como una definicién general del estimador de minimos cuadrados restringidos desde que
Tyror 0o pueda ser definido en términos del estimador de minimos cuadrados sin restricciones
Z si este ultimo no existe”.

A pesar de este hecho, es uno de los métodos cominmente utilizados, aunque los procesos
necesarios para el calculo del vector de estimadores son costosos en términos de las inversas
que requiere la expresion 3-2, y aiin més en un gran volumen de datos, pues se recae en errores
acumulados de redondeo que afectan la exactitud, [59] afirma que el método es ineficiente
para su propdsito, como también lo afirma [23]. Pese a sus desventajas, este método ha sido
estudiado a fondo y suele ser utilizado también para estudiar los momentos del estimador,
cuyos fundamentos se exponen en la siguiente seccion.

3.1.1. Momentos del estimador directo

Los momentos de la esperanza y la varianza del estimador de la ecuacién 3-2 se analizan a
continuacion.

La insesgadez del estimador de minimos cuadrados restringidos coincide con la esperanza
del estimador de minimos cuadrados ordinarios, es decir, es un estimador insesgado. Pero
esta afirmacién se mantiene solo en el caso donde las restricciones impuestas al modelo
son verdaderas, pues solo asi, el segundo término se ve anulado dado que d — Cz = 0,
obteniéndonse

Blaon) = B[~ (474) 0" [o (474" 7] -
Blenen) = F [fc — (ATA) e [ (aTa) T o7 _1] E[d - Ci]

E(zmcr) = E (i) - E l(ATA)‘1 c’ [0 (ATA4)™ CT] B o}
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E(xMCR> = E(ii’) =X

En caso contrario se anade un sesgo por el incumplimiento de las restricciones, la consecuencia
es evidente, las estimaciones obtenidas distan de ser aquellas con las que se pueda garantizar
que el estimador es MELI. Ahora analicemos la varianza del estimador 3-2.

El valor del estimador no restringido se reescribe en términos del parametro x y del residual
€, entonces

i =(ATA)1ATH
&= (ATA) AT (Azx + ¢)
&= (ATA) AT Ax + (AT A) 1 ATe)
t=a+ (ATA)TATe) (3-6)

Esta expresién se reemplaza en la ecuacion 3 — 2

IMOR = T + (ATA)flATg + (ATA)ilCT |:Cf (ATA)—l CT:| -1 [d B C(I + (ATA)flATg)}

-1
Tuon = 7+ (ATA)TATe + (ATA)ICT | (ATA) O] [d - Co - C(ATA) T ATE]
Asumiendo que las restricciones son verdaderas, se anula el término d — Cx
~1
Taon = + (ATA>—1AT€ X (ATA)—1CT [C’ (ATA)fl C«T} [_C(ATA)—IATg]

wyer = — (ATA) T ATe + (ATA)TICT {c (ATA)" (JT} [C(ATA) 1 ATE]

_ —1
wyon — = |1 — (ATA)71CT [c (ATA)" CT} c} (AT A)~1AT¢
Por simplicidad, se propone la siguiente sustitucion
M =[I - (ATA)"'CT [c (ATA)cT] c}
Asi, se continua escribiendo el valor de x;cr — & como

TMCR — X = M(ATA)ilAT{:T

Segun la expresion obtenida, la estimacién de la varianza sobre el estimador de interés, inicia
segun su definicion, es decir,

V(IEMCR) =F [(iUMCR - x)(iUMCR - 33)/]

V(zmer) = E [M(ATA) 7 ATec AT(ATA)'MT]
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V(xMCR) — M(ATA)flATO_ZIAT(ATA>71MT
V(zmer) = M(ATA) T ATG? AT (AT A) T MT
V(ZL’MCR) = O'2M(ATA)_1MT

Con mads tratamiento matricial, puede llegarse a otra expresién como en [42] que es la forma
habitual en la literatura de expresar la varianza del estimador

V(xMCR> _ 02(ATA)—1 o 0_2(ATA)—ICT |:C (ATA)—l CT] R(ATA)—I

Ahora bien, en comparacion de las varianzas para el estimado restringido y el no restringido,
la diferencia recae en el segundo término, pues

V(z) = V(zmer) = 02 (ATA)™! — 62(ATA)™! = 52(ATA)" 10T [0 (ATA) CT] R(ATA)™

V(z) — V(zmer) = 02(ATA) 10T [C (ATA4) cT] R(ATA)™ > 0

Es decir, el modelo restringido a través de este término, demuestra tener una varianza me-
jor respecto del modelo de minimos cuadrados ordinarios, pues es una matriz definida no
negativa.

Tras lo analizado en los momentos del estimador, se puede observar, que si las restricciones
son verdaderas, el estimador es insesgado, pues coincide su esperanza con el de minimos
cuadrados ordinarios. En cambio, la varianza del estimador al ser una matriz semidefinida
no negativa, tiene una varianza menor respecto del estimador no restringido, esta menor
varianza tiene impacto en intervalos de confianza més pequenos, y a su vez, estos se ven
reflejados en intervalos de confianza para tener predicciones mas acertadas, al igual que en
otros cédlculos basados en errores estandar, como el desarrollo de pruebas de significancia t
y F.

Un estimador restringido insesgado y de varianza minima es lo deseable, sin embargo, en la
practica no siempre es plausible la obtencién de un estimador con dichas caracteristicas, es
posible que sea sesgado, pero ain asi se garantiza que su varianza es menor al estimador
de minimos cuadrados ordinarios. Entonces, a pesar de que no hay criterios unificados y
undnimes sobre la eleccién del estimador, es posible que se garantice fiabilidad en el estimador
restringido con menor varianza a coste de un incremento en el sesgo.

Finalmente se recalca en la desventaja del estimador 3-2, es que depende del estimador de
minimos cuadrados ordinarios, luego las falencias expuestas en para los supuestos de minimos
cuadrados ordinarios recaen para este estimador, por lo tanto, si existe dependencia lineal
en las columnas de A, habran inconvenientes para el calculo del estimador, y se perderia la
validez en los resultados.
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3.1.2. Pruebas para las restricciones lineales

La comparacién entre un modelo que presente restricciones y el modelo no restringido, se
puede solventar a través de pruebas de hipdtesis, mediante comparacion directa, ya sea a
través de la prueba t de Student o F de Fisher. La necesidad de su comparacién radica en
conocer si al anadir restricciones al modelo, es decir, involucrando el coste, las cualidades
del estimador o la informacion a priori que permite generar las restricciones; este cambio
representa una mejora en el ajuste del modelo, o en otras palabras, una mejoria en las
estimaciones realizadas, pues en caso contrario, una mejoria que no sea lo suficientemente
significativa puede recaer en el rechazo del modelo con las restricciones y preferir resultados
aceptables basados en un modelo parsimonioso como lo es minimos cuadrados ordinarios.

Consideremos un tipo de restricciones de tipo exclusion, que es quizas una de las restricciones
comunmente utilizadas en los analisis de los modelos, es decir, x; = 0, pues de esta misma
manera se mide la significancia de una variable en un modelo, que usualmente es puesta a
prueba a través de la prueba t de Student. También se pueden probar de manera simultanea
i =2; =2 = ... = 0 ode la forma z; + ax; = 0 con a € R, que son restricciones obtenidas
meramente segtin informacion adicional, 6 informacién que se denomina extramuestral, asi,
es como la informacién a priori se puede justificar y hay validez al realizar la imposicion de
las restricciones en el modelo por ajustar.

En caso de ser verdaderas las restricciones para este caso particular de una restriccion de
tipo exclusion, se omite informacién en el modelo, un ejemplo de utilidad para su uso, es un
modelo donde se presenta sobreajuste, alli debe haber evidencias de multicolinealidad entre
las variables independientes, a través de una alta correlacion entre mas de dos variables,
entonces no se puede afirmar que éstas sean independientes como se afirma en la notacién
general del modelo, pues, recordemos que desde un enfoque matricial, los cédlculos de las
inversas de la matriz de diseno, no tendrian inversa, o harian que la matriz pase a ser mal
condicionada, y desde otro enfoque para afirmar la misma idea, una matriz con columnas
linealmente dependientes, es decir, una matriz de rango deficiente, indicaria que el espacio
columna sobre el cual se busca hacer la proyeccion del vector respuesta, tiene vectores que no
permiten formar una base que genere el espacio, dado que entre los vectores no se presenta
ortogonalidad.

En las pruebas de hipotesis el estadistico de prueba bajo la hipdtesis nula de una variable
serfa H, : x; = (. La féormula general estaria dada por:
i~ B
g
ee(T;)
Para el caso de restricciones con exclusion, se plantea la hipotesis nula de una variable como
seria H, : x; = 0, y el estadistico de prueba se determina basado en

A

X

ee(Z;)
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Siendo z; la variable a juzgar y ee(z;) el error estandar de la variable. Dicho estadistico de
prueba, es comparado con el percentil 1 — o de una distribucion ¢, ,_, siendo a el nivel de
significancia escogido, a una o dos colas, y n — k los grados de libertad, siendo este valor la
diferencia entre el niimero de variables y el niimero de restricciones, que para el caso de una
exclusion se tiene n — 1.

Ademas de esta prueba, una comparacion directa pero evaluada con mayor generalidad en el
modelo, permite probar el valor o la significancia de varias variables en el modelo a través de
la prueba F de Fisher. En el enfoque de la prueba t pueden surgir complicaciones cuando se
presenta mas de una variable, pues la prueba t pierde unanimidad sobre la decision a elegir
debido a las posibles decisiones que puede tener sobre cada variable [57].

Recordemos que el objetivo del ajuste es la minimizacién de los residuales del modelo, es
decir, de la suma de cuadrados de los residuales (SCR), debido a que buscamos comparar
el modelo restringido del no restringido, usemos respectivamente la notacion asi SCRg y
SCRpNR.

Esta prueba consiste en una comparacion directa de la suma de cuadrados de ambos modelos.
Es necesario considerar estos valores, ademas de los grados de libertad de los modelos, pues
recordemos que el valor de un grado de libertad esta directamente relacionado con la cantidad
de restricciones que se le impone al modelo de estudio.

Definicién 4 (Prueba F para MCR). El estadistico de contraste para probar la significancia
de las restricciones estd definido por

(SCRNR — SCRR)/(]

SCRNR/n — k-1
Siendo ademds de los valores SCRg y SCRyg, n es el numero de observaciones, k el niumero
de variables independientes y q el numero de restricciones impuestas.

F=

Es decir, el valor del estadistico F, es el cambio relativo que tiene la suma de cuadrados de
los residuales al pasar del modelo no restringido al restringido [57].

Siguiendo con el analisis para el caso de las restricciones de exclusién, al no hacer la inclusiéon
de las variables en el modelo, el valor de la suma de cuadrados de los residuales es evidente-
mente menor que en el modelo que no tiene restricciones, entonces la diferencia entre ambas
cantidades sera positiva, y también asi el valor de estadistico F idem.

Asi las cosas, evidente se hace el hecho de que para comparar los modelos, se deben tener
las estimaciones de ambos modelos. Por otra parte, como se evidencié en el caso particular
estudiado, de manera general se mantiene la premisa de que el valor de SC' Ry bajo ninguna
circunstancia puede ser inferior al valor de SC'Ryg, pues, debido a que se realizan acota-
ciones mediante las restricciones al subespacio de soluciones que debe satisfacer el vector de
coeficientes, en el peor caso, estas restricciones coinciden con el modelo no restringido, en
conclusion, el estadistico es siempre positivo.
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Otra versién en idem, para el célculo del mismo estadistico se basa en los valores R-cuadrado®
de cada modelo, formuldndose

F= (R?VR — R%z) /q
(1= R%p)/(n— k)
A continuacién se realiza un andlisis de la prueba de manera general. Se busca probar la
hipétesis Hy : Jr = [, conminmente [ = 0 y J € R?P es la matriz del contraste a probar,
siguiendo el planteamiento expuesto por [55] es una prueba de hipétesis relevante sobre la
compensacion del sesgo y la varianza del estimador restringido. Se puede obtener que el valor
de F estda dado por la forma cuadrética

[T — 17 [JAT AT [Tz = 1)
qo?

Sin embargo, se evidencia que la hipdtesis nula atin no considera la imposicién de las restric-

ciones C'z = d, por lo tanto, un factor de correccion relacionado con el grado de cumplimiento
de las restricciones debe ser anadido. Tras este hecho, la hipotesis nula ha sido alterada de
manera implicita a la siguiente forma

Hy: J(x —W(Cz —d)) =m

-1
Con W = (ATA)_1 cr [C’ (ATA)_1 C’T} . Entonces se define al valor para F del estimador

restringido asi

[Jo = W(Cx —d) — 1" [J(ATA) ™ — W(ATA)~1 7] [Jo — W(Cx — d) — 1]
R = 10°

Si las restricciones se cumplen Cx — d = 0, el factor de correccién se anula, y asi coincide
el valor del estadistico F' restringido con el no restringido, en caso de no ser verdadera esta
afirmacién, se presenta un caso adicional donde atn pueden coincidir los valores de ambas
estimaciones segun [55], esto es para el caso JW = 0, o equivalentemente .J (ATA)*lcT =0,
es decir, que exista ortogonalidad entre las matrices J y W.

Como caso particular suele usarse una distribucién central, esto es, bajo la hipotesis nula la
referencia a probar es el valor cero, en caso no ser asi, se usa una distribucién no central,
anadiéndose un parametro de no centralidad A; al ser falsa la hipdtesis nula -pues el valor
referencia es diferente de cero-, ésta debera ser rechazada evidentemente, no hacerlo implica
una decisién incorrecta, que es cometer un error tipo II, por lo tanto el uso de una distribucion
no central es 1til el calculo de la potencia estadistica [33].

'En la comparacién de los valores R, v R%, la férmula es aplicable si la variable respuesta es la mis-
ma en ambos casos (eso incluye si es una variable transformada), de lo contrario no son directamente
comparables.
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Téngase en cuenta que la distribucion F'(vq, v5, A), ahora considera 3 pardmetros dado que se
considera como no central, siendo los dos primeros los grados de libertad que tienen ambas
distribuciones provenientes de la distribucién x? Chi cuadrado ? y el tercero es el pardmetro
de no centralidad.

En ambos casos expuestos de la prueba, es decir, para F'y F, éste parametro de no cen-
tralidad tiene una forma cuadratica en su representacién [55], cuanto mayor sea este valor
-el parametro de no centralidad-, para el caso de la distribucion F se observa que sus va-
lores tienden hacia la derecha, cambiando la forma de distribucién de la funcién, entonces
se encuetran mas valores a la derecha del nivel de significancia escogido «, aumentando la
probabilidad de rechazar la hipotesis nula cuando ésta es verdadera, que es la probabilidad
de cometer un error tipo I, pero en contraparte aumenta la potencia de la prueba, la cual es
evitar cometer un error tipo II, [55] menciona este mismo hecho explicando que en tal caso
H, pasa a ser .

Los valores del parametro de no centralidad A por su estructura son formas cuadraticas,
de manera geométrica se evidencia que la proyeccién del estimador x,,0r se da sobre el

subespacio generado por Hy que corresponde a Jz, alternamente se produce una proyeccion
sobre Hy correspondiente a J(z — W (Cz — d)).

La proximidad de estos subespacios, tiene como consecuencia una proximidad entre las pro-
yecciones, asi, es valido que consideremos una medida de similitud entre ambos casos a
partir de una matriz de covarianzas ¥, dicha matriz tendrd la forma (C(AT A)~1CT) para A
y (C[(ATA)™' —WC(ATA)™] C’T)_l para Ag, cuyo subindice hace referencia al caso res-
tringido [55]. Se concluye que estas expresiones del pardmetro de no centralidad expresan el
cuadrado de las distancias de dicho pardmetro sobre Hy v Hy, pues por su forma representan
la férmula de una distancia de Mahalanobis, que por definiciéon considera la similitud entre
las variables a medir.

Otro enfoque para la comparacién de los modelos se establece en [52] asi, “Si uno estd
dispuesto a aceptar algin sesgo a cambio de una reducciéon de la varianza, incluso si la
restriccion no es cierta, atn podria preferir los estimadores restringidos. Esta nocién conduce
a una tercera forma de ver las restricciones en un marco de regresion lineal.”

A partir de la estimacion de la varianza y del cuadrado del sesgo se obtiene el error cuadrati-
co medio, idem. propone la comparacién entre ambos modelos seglin este criterio mediante
pruebas de hipdtesis, bajo la hipdtesis nula se expresa mayor eficiencia del estimador restrin-
gido.

2En caso de ser ambas distribuciones x2? centrales, también lo sera la distribucién F, si una de ellas es no
central, se obtiene una distribucién no central F, y si ambas distribuciones son no centrales, se obtiene
una distribucién doblemente no central con pardmetros F'(vq,ve, A1, A2), véase [33].
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H() Aé 1/2
H1 A > 1/2

Se acepta la hipotesis para el caso W < Wrp, siendo W el estadistico de prueba

W SSR(B) — SSR(b)
~ SSR(b)/(m —n)

donde SSR(f) corresponde a la suma de cuadrados de los residuos en el modelo restringido

(3-7)

y SSR(B) representa estadistico en el modelo sin restricciones. Este valor se compara con los
valores criticos tabulados para Wy, figura 3-1, obtenidos a través del nivel de significancia
a y de los grados de libertad m —n (expresado en idem. como T — K'). En caso contrario, la
no aceptaciéon de la hipétesis se da en el caso W > Wy, Se asume que €4, ~ iid N (0, 02).

También se expresa la tabla para el calculo de la potencia de la prueba, la cual puede ser
calculada segun la tabla que le procede en el articulo, a través del valor de o y .

Mediante estos dos enfoques se puede estimar la mejoria entre los modelos a comparar, sin
embargo como indica el autor: “Al poner este articulo en perspectiva, asumimos que la prueba
MSE no se utilizara de manera mecéanica. En cualquier tipo de marco de regresion paso a paso
existe la tentacién de incluir un grupo de variables para dejar que la maquina las clasifique
en funcién de un criterio.” Por tal motivo, se evita la mecanicidad del proceso al asumir
el cumplimiento aproximado de los supuestos y la obtencion de un modelo bien planteado
o especificado. Ademas como lo menciona el autor, esta perspectiva es de utilidad cuando
adquiere mas importancia para el investigador las consecuencias de imponer restricciones en
el espacio del pardmetro® en el modelo que la verdad o falsedad de la restriccién, pues esta
caracteristica es la diferencia para el enfoque de las pruebas recién expuestas.

3.1.3. Algoritmos para el desarrollo de MCR

Una vez se afirma que las restricciones son verdaderas o que se ofrecen mejorias en las cua-
lidades del estimador como la varianza minima, discutida anteriormente, los métodos de
solucion varian, segin el uso de descomoposiciones matriciales, métodos directos u otros ba-
sados en métodos numéricos. En esta seccién se discutiran métodos matriciales cominmente
utilizados de nivel tedrico y de nivel practico.

Lawson & Hanson en su libro ”Solving Least Squares Problem” publicado en 1974, ofrecieron
3 métodos para la solucién de minimos cuadrados restringidos con restricciones de igual-
dad, cabe resaltar que también discuten y desarrollan otros algoritmos para casos donde se
imponen restricciones de tipo desigualdad.

3Todos aquellos valores posibles que puede tomar el pardmetro configuran un subconjunto €2, denominado
como espacio del parametro.
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[s 4
.05 .10 .25 .50
T-K

1 340.34 86.15 12.65 2.29
2 37.38 17.50 5.53 1.56
3 19.93 11.16 4.33 1.38
4 14.96 9.04 3.88 1.31
5 12.66 8.06 3.62 1.26
6 11.36 7.44 3.47 1.23
7 10.57 7.05 3.37 1.21
8 9.96 6.79 3.30 1.20
9 9.58 6.57 3.24 1.19
10 9.25 6.41 3.20 1.18
11 9.04 6.30 3.16 1.17
12 8.83 6.20 3.13 1.16
13 8.68 6.13 3.11 1.16
14 8.54 6.05 3.09 1.15
15 8.41 5.98 3.07 1.15
16 8.31 5.93 3.05 1.15
17 8.23 5.88 3.04 1.15
18 8.18 5.84 3.03 1.15
19 8.10 5.82 3.02 1.14
20 8.05 5.78 3.01 1.14
21 7.98 5.75 3.00 1.14
22 7.96 5.71 3.00 1.14
23 7.91 5.69 2.99 1.14
24 7.83 5.68 2.98 1.14
25 7.82 5.66 2.98 1.13
30 7.65 5.60 2.95 1.13
40 7.52 5.49 2.92 1.12
60 7.33 5.40 2.89 1.12
120 7.14 5.31 2.86 1.11

Figura 3-1.: Valores criticos de la prueba del error cuadratico medio para restricciones li-
neales.
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Método del espacio nulo
Consideremos nuevamente la funcién a minimizar || Az —b|| sujeto a las restricciones ||Cz—d||.

En este método a partir de vectores base, obtendremos un conjunto ortogonal para que, al ser
base, se genere el espacio nulo de la matriz de restricciones C, de esta manera se garantiza una
Unica solucién para el problema. Es una de las soluciones ampliamente utilizadas, la ejecucién
de los algoritmos ha cambiado manteniendo la idea fundamental, al menos 3 versiones pueden
distinguirse en [11]. Del cual daremos a conocer uno de ellos, el cual fue propuesto por [35].

Las restricciones siguen Cx = d, C' se puede descomponer a través de una descomposicion
ortogonal, por ejemplo la factorizacién QR segin

C=QR

Dado que el rango de C' € R™*™ es p(C') = p con p < m, se puede realizar una particién por

o= (o) ()

La matriz (); contiene las primeras p columnas de C' que son ortogonales, mientras que ()

bloques

posee los n — p vectores que nos permiten formar una base ortogonal al espacio columna de
la matriz C', y una vez generada esta base, se realiza la minimizacién para un valor z, de
este espacio nulo, pues x acorde a C' es particionada como x = (1 x2).

Dado que se busca minimizar la norma para el valor de x, por las propiedades ortogonales*
tenemos que el valor éptimo es equivalente al de Qz, es decir & = Q(z ), este valor solo
puede ser éptimo para el caso donde C' sea de rango completo, asi, Ry, = 0 y x5 seria un
vector de valores arbitrario. En caso de Ry # 0 se debe minimizar la funcién para el valor
de x5 y la solucién quedaria expresada en términos de

T = mm||931 + QQ!EQH (3-8)

Dado lo anterior, téngase en cuenta que las restricciones C'x = d, quedarian reexpresadas
como Cry = d, ademéas en el valor de x; se va a involucrar el valor de @)1, a través de la
factorizacion QR,

T = C_ld

Véase que el valor de Az — b con el resultado de 3-8 es:

Al’—b:AZE1+AQ2$2—b

4Véase la demostracién en el Apéndice A, Definicién 8.
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Una vez obtenida una expresion en términos de matrices conocidas, el propésito se mantiene
en la minimizacion del valor s

min||Az — b|| = min||Az; + AQsxs — b||

Entonces la solucién de x5 seria

Ty = (AQQ)_l(B — AZEQ)
Finalmente, la solucion estaria dada por el reemplazo de x5 en 3-8.

Por otra parte, y como es considerado en la literatura de éste método u otros, el problema
de minimos cuadrados restringidos considera la existencia de la soluciéon y de su unicidad
a través de la ecuacion 3-9, ésta ecuacion dice que el rango de la matriz de restricciones es
de rango completo, la condicion impone una solucién que sea consistente, pero si ademas
de ésta encontramos que el rango de la matriz ampliada A y B es completo, es decir n, la
solucion es tnica.

p(B) =k, y ademds p {g} =n (3-9)

Que el rango de las matriz de diseno y de restricciones sea completo, tiene como consecuencia
directa que no poseen columnas linealmente dependientes, entonces, el nicleo es el vector
nulo,

N(A)NN(B) =0

Para este caso, la solucién a través de este método puede definirse como una matriz C'
por bloques, cumpliria con ser de dos bloques debido al rango obtenido para la matriz C
-esto es (1 y (Qo-, pues aunque es de rango completo, se puede considerar como consistente
pero sobredeterminada (m > n), entonces el primer bloque cumple con ser de rango n, y el

(cC ([ RL 0
T_(A>QC_<AQ1 AQQ)

Para que la matriz T sea triangular, lo debe ser el componente ty = AQ>. Aunque AQ, es

segundo bloque n — p asi

una forma para expresar una matriz triangular, () es una matriz ortogonal para C', razén
por la cual la matriz ortogonal y triangular para A son Q4 vy R4. Al descomponer AQ; se
obtiene la expresion,

Qa(AQ2) = (}EA)

Y ahora, R4 es una matriz triangular superior y no singular. Finalmente, la solucién en este
caso, descrita por el mismo modelo 3-8 tendria los siguientes componentes
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cz(cl)zQZ;(b—Axl)

C2

RA:UQ = C1

Histéricamente se le atribuye buena estabilidad numérica al método del espacio nulo, y el
conteo operacional es bajo comparado con la estructura y fundamentos que pueden tener
otros métodos [8], pero puede ser un motivo enganoso, porque si la cantidad de datos en las
matrices aumenta considerablemente, pierde la eficiencia en las caracteristicas del resultado.

Método de eliminacion directa

En éste método se busca derivar un problema sin restricciones que equivalga al problema
original -con restricciones-, para ser solucionado.

La matriz B de rango k, permite descomponer la matriz de bloques basada en A y C' conforme

c\ _ (C G

A ) A A,
Siendo C; € R™>*™ = A, € R™*X™  (Cy € R™M>X?~m v Ay € R™2*" ™ Con esta misma idea
de particiones, para z se realiza el mismo proceso, 7 = ( Ty To ) de tamanos, m; y n —my

dicho rango asi

respectivamente.

Las restricciones C'x = d, ahora son

Cx_<02><$2)_d
Cll'lzd—CQZEg

Ty = C;l(d - CQZCQ) (3—10)

En la matriz de restricciones que buscamos minimizar xo, min,,||Az — b||, la norma se
reexpresa a través de sustitucion para el valor de x; como

|41 (CTH(d — Cowa)) + Asza — b|

Agrupando términos para xs

H (A2 — Alc’l_ng) To — b (Alcl_ld> H (3—11)

En la literatura se encuentra la notacién A = (Ag — AlCl_ng) y b = (AlCl_ld), para
expresar de manera explicita que del problema original se ha derivado una minimizacién sin
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restricciones expresada como [[Ax — b||, sin embargo, no se utilizara dicha notacién en el
desarrollo del método.

Ahora, véase que en la expresion 3-11 el valor de x5 es

To = (AQ — AICflcz)_l (Aleld)

Finalmente este valor de z, se reemplaza en 3-10 para obtener el vector de coeficientes
resultante.

Ademas de esta formulacién, basada en [35], podemos encontrar modificaciones, por ejemplo
en [8] o [19] se presenta una versién considerando una matriz de permutaciones II.

Para este caso, se inicia realizando una descomposicién a B de la forma

QBH:<R1 RQ)

0 0
Con R; y Ry con k filas y columnas k y n-k respectivamente.

Esta particién desemboca en particiones del mismo orden, es decir, segin el rango de B,
que es k, para los vectores x, A y d. Cabe resaltar que para el vector d si se supone que
a solucién es unica, -véase 3-1-, entonces en la particion = se cumple que
la sol , 3-1-, ent 1 t d’ di dsy ), 1

dy = 0.

Luego, la notacién Z, A y d indica que se ha aplicado la operacién de permutacién «I1, AII
y dIl.

Las restricciones C'x = d tras la descomposicion matricial pasan a ser

Ri# + Roty = d
de donde

fl - R;l (J— RQI'_Q)

Por otra parte, si en ||AZ — b|| se tiene A, + Ay@y — d, y se realiza la sustitucién del valor
de 77, tenemos

[(Cy — CyRy 'Ry i — [b— Gy Ry ] (3-12)

En esta expresion se observa que se ha unificado en una sola expresion los datos y las restric-
ciones, y es aqui donde se muestra la version explicita del nuevo problema sin restricciones
con la forma min,,||Cxe — d||, siendo C'y d segin los términos asociados en 3-12.

En pro de facilitar los cédlculos y las propiedades de las estimaciones se realiza una descom-
posicién QR para C'
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Un vector g, es definido como

Qcd = ( g )
g2

Finalmente la soluciéon queda determinada por el sistema

(0 o) (2)-(5)
0 Qc T %
El valor del problema original queda determinado a través de [1z = 2.

Analisis realizados para el método de eliminacion directa muestra un comportamiento similar
en términos de estabilidad numérica comparado con el método del espacio nulo.

Otros métodos pueden ser aplicados para la solucion de minimos cuadrados restringidos con
restricciones de igualdad, sin embargo presentan mas restricciones que los expuestos hasta
ahora.

El método de ponderacién, depende de un factor pu para obtener soluciones adecuadas, este
valor que actiia como un ponderador, busca igualar la magnitud de la norma de ||Cz — d||
a través de ||(Az)p — b||, se espera que al encontrar igualar o ser lo méas parecido posible
la magnitud de la norma, se encuentra una solucién del problema a través de MCO. Pero
diversos autores adoptan diversos valores de u para hallar solucién, algunos un valor de p=/3
como en [4], o segin [53]

104
~

K= n
Siendo 7 el valor de la maquina de precision relativa y « el valor de la norma infinita para

la matriz aumentada A y C.

Las disparidades encontradas en la literatura para la eleccion del valor de u, tendria impli-
caciones a considerar, una de ellas es que la matriz puede volverse mal condicionada, segin
[4] el valor de p repercute en la convergencia y la exactitud que puede tener la solucidn,
asi, ¢dem afirma que no cubre un amplio espectro de problemas, o en otras palabras, éste
método aunque puede ser facilmente implementado al igual que el método del espacio nulo
y de eliminacion directa, sin embargo, no se garantiza que la solucién hallada represente una
buen estimacién calculada.

En [5], se exponen métodos iterativos para la solucién de MCR como gradiente conjgado
o el método SOR, sin embargo, algunos inconvenientes se presentan cuando interviene la
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factorizacion de Choleski en dichos métodos, pues se restringe su uso para matrices que no
son simétricas y/o definidas no negativas.

A continuacion adoptaremos un enfoque diferente, basado en la factorizacion QR de las
matrices, indicando con mayor rigor para este método, la importancia de realizar descom-
posiciones ortogonales en los fundamentos de minimos cuadrados restringidos.



4. Factorizacion QR generalizada

Los encantos de esta ciencia sublime, las
matematicas, sélo se le revelan a aquellos que
tienen el valor de profundizar en ella.

Carl Friedrich Gauss.

Algunos misterios siempre escaparan a la mente
humana. Para convencernos de ello, sélo hay
que echar un vistazo a las tablas de los nimeros
primos, y ver que no reina ni orden, ni reglas.

Evariste Galois.
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Métodos comunmente usados para el desarrollo de minimos cuadrados, al igual que para
minimos cuadrados restringidos estdn basados en calculos desarrollados a través de inversas
matriciales o g-inversas, no obstante, aunque ofrecen soluciones directas, las propiedades de
los resultados pueden verse afectadas, si se maneja una gran cantidad de datos, asi mis-
mo, se refleja en la ejecucién de los algoritmos un mayor costo computacional, que a su
vez, puede afectar directamente en la exactitud de los resultados, considerando por ejemplo
acumulaciones en los errores de redondeo.

Como se evidencia en [23], la factorizacion QR desempena un rol protagénico cuando las
exigencias para la solucién de un problema de minimos cuadrados demandan el uso de ope-
radores ortogonales, los cuales garantizan carédcteristicas deseables de un resultado, intervi-
niendo en la estabilidad numérica, el costo computacional y la exactitud de los resultados.
Ademas, se puede evidenciar en la literatura, que muchos de los métodos expuestos previa-
mente, incluyen como subrutinas la implementacién de la factorizacion QR, evidenciando
mejorias en los algoritmos, pues el uso de esta descomposiciéon hereda sus propiedades al
método principal, consecuencia de esto es que sea un proceso usado para resolver problemas
de minimos cuadrados y en particular también para minimos cuadrados restringidos con
restricciones de igualdad.

El uso de descomposiciones matriciales en distintos algoritmos ha sido ampliamente utili-
zado en los campos de aplicacion, con el proposito de facilitar el cdlculo e implementacién
computacional.

En 1986 Hammarling introdujo en el articulo “The numerical solution of the general Gauss-
Markov linear model”, el concepto de factorizacion QR generalizada, conocida como GQR
por sus siglas en inglés, es una factorizacion de tipo QR, que permite transformar de manera
simultdnea dos matrices A y B a una forma triangular. Estudios posteriores fueron realizados
en 1990 por Paige al publicar el articulo “Some aspects of generalized QR factorization” y
por Anderson, Bai y Dongarra en 1992 a través de “Generalized QR factorization and its
applications”. Un tratamiento para realizar de manera simultanea la factorizacién de una
mayor cantidad de matrices fue propuesto por [14].

Factorizacion QR generalizada

Dadas dos matrices A € R™" y B € RP*" la factorizaciéon GQR permite descomponer
simultdneamente las matrices a una forma triangular.

Proposicién 4.0.1. Sea A € R™*" y B € R™*P entonces

1. Factorizacion GQR: St m > n, existen dos matrices ortogonales (Q y V' tales que
cumplen QT A =R y QT BV = 8, siendo R, S matrices trapezoidales superiores
1

'Una matriz trapezoidal aplica para matrices que no son cuadradas A € R™*™: trapezoidal superior es
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2. Factorizacion GRQ: Sim < n, existen dos matrices ortogonales Qxm Y Unxn tales
que QAU =R yQTB=28.

Demostracion. La demostracion es constructiva, se prueba el caso 1, de manerd andloga se
puede probar 2.

La matriz A es definida a través de la factorizacion QR, de tal manera, la matriz triangular
correspondiente R se puede expresar como

R=0Q%A

Al ser A € R™*™ una matriz sobredeterminada, se realiza una reexpresién a través de
particiones matriciales con la siguiente forma

m

0 —nXn

De la misma manera, una matriz B € R™*P puede ser reducida a una forma triangular y
particionada a través de

[Q"B]V =25

Esta expresion se obtiene al premultiplicar el valor de QT a B para realizarle a este término
conjunto la factorizacion RQ, -véase sus fundamentos en el Apéndice A y el cédigo para
su ejecucion en el lenguaje R en el Apéndice B-, entonces la matriz triangular S toma las
siguientes formas

[O Sl] st m<p
S = {Sl

st m >
52} P

Siendo en el primer caso S; € R™*™ y el vector 0 € R™*P~™_ En cambio para el segundo
caso de 9, se tiene que S; € R™P*P y Sy € RP*P,

Ejemplo 1. Sean A y B dos matrices definidas como

1 2 3 1 2 3 4 5
A -3 2 1 B— -3 2 =2 1 2
2 0 -1 2 3 4 =2 -1
3 -1 2 1 3 =2 2 1

aquella en la cual los elementos a;; ¥y a;; # 0 para i > j, en caso contrario se dice matriz trapezoidal
inferior. Esta definiciéon no discrimina el caso m > n é m < n.
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La factorizacion GQR para A y B esta dada a través de las siguientes matrices

~0,2085 —0,8792 0,1562 —0,3989
0,6255 —0,4147 0,1465  0,6444
—0,4170 —0,2322 —0,7665 0,4296
—0,6255 0,0332  0,6054  0,4910

Q=

—4,7958 14596 —0,8341

R 0 —2,6210 —2,7537
N 0 0 2,5926
0 0 0

[ 10,3375  —0,0791 —0,2690 —0,6363 0,6345 |
—0,8926 —0,2044 0,1635 —0,2770 0,2407
V =1-0,0534 —0,5118 —0,5793 —0,2833 —0,5651
—0,1584 —0,1280 —0,6087 0,6280  0,4401
| —0,2478  0,8208 —0,4413 —0,2091 —0,1626

0 —3,431 2,8692 —1,8585 0,1388

g 0 0 7,0240 2,1937 0,1571
) 0 0 —5,9566 1,0776
0 0 0 0 3,9630

Otra factorizaciéon GQR esta dada a través de ) y R como se mostraron anteriormente, y
las matrices V' y S como

[—0,8926 —0,0534 —0,1585 —0,2478 0,3375 |
—0,2044 —0,5118 —0,1280 0,8208 —0,0791
V =10,1635 —0,5794 —0,6087 —0,4414 —0,2689
—0,2771 —0,2833 0,6280 —0,2091 —0,6363
| 0,2407 —0,5651 0,4401 —0,1626 0,6345 |

34311 2,8692 1,8585 0,1388 0
g_| 0 70210 —21937 01571 0
0 0 59566 1,0776 0
0 0 0  3,9630 0

Tras lo propuesto en 4.0.1, la formaciéon de una matriz triangular para las matrices permite
no trabajar directamente con sus inversas A~' 6 B~! en caso de ser requerido. El trabajo de
resolver un sistema en donde se encuentre una matriz triangular presente, se da por medio
de sustitucién hacia atras y, en caso de requerirse una inversa de una matriz triangular, el
niumero de operaciones requeridas disminuye respecto de la matriz original, pues se obtendra
otra matriz triangular con la misma forma inicial (superior o inferior), cuyos elementos
inversos en la diagonal principal seran los reciprocos de los valores originales; de alli las
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ventajas de la ejecucion del método y la estabilidad numérica de los resultados, disminuyendo
respecto de otros métodos el error por redondeo [3].

La factorizaciéon GQ R al estar basada en descomposiciones ortogonales, hereda las propieda-
des directas de la factorizacién QR en cuanto a la estabilidad numérica de las observaciones,
que a su vez, provienen del método empleado para la ortogonalizacion, como el proceso de
Gram-Schimdt, el proceso de Gram-Schimdt modificado, reflexiones de Householder o rota-
ciones de Givens, véase Apéndice A.

La factorizacion GQ R ademas de permitir la soluciéon a través de una factorizacion directa,
la descomposicién realizada permite que en el enfoque computacional no sea un proceso
costoso ni dispensioso en la cantidad de operaciones, y por tltimo, el factor triangular brinda
informacion sobre el condicionamiento de la matriz, estara mal condicionada si son cercanos
a cero los valores de la diagonal principal, este condicionamiento recae en la sensibilidad de
los resultados obtenidos, pues, un pequeno cambio en los valores de entrada puede producir
un gran cambio en los resultados de salida.

Por las razones expuestas anteriormente, el campo de aplicacion de este método ha sido 1til
en problemas de minimos cuadrados restringidos, con restricciones de igualdad, o incluso
en restricciones de tipo no lineal [12], ademds de ser usado para minimos cuadrados pon-
derados, minimos cuadrados generalizados y en minimos cuadrados sobre cuaterniones cuya
fundamentacion se expondra posteriormente para éste tltimo caso.

De esta manera se expone la solucion del problema de minimos cuadrados restringidos con
restricciones de igualdad a través de la factorizacion QR generalizada, y finalmente, la apli-
cacion de dicha factorizacion para el caso de problemas de minimos cuadrados restringidos
con restricciones de igualdad en cuaterniones.

4.1. Factorizacion GQR para minimos cuadrados
restringidos

Al tener como caracteristica principal la descomposicién simultanea de matrices, es un méto-
do que se adapta a las caracteristicas del problema de minimos cuadrados restringidos, sin
necesidad y a diferencia de otros métodos, de derivar un problema sin restricciones u otros
procesos que no conservan la estructura esencial del modelo. De tal manera, la solucién de
un problema con restricciones es resuelto con mayor eficiencia en términos de computacién y
de brindar informacién sobre el condicionamiento de las matrices con base en la factorizacion
QR generalizada.
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4.1.1. Problemas de minimos cuadrados restringidos con restricciones
de igualdad

Como se evidencio en §3, la inclusién de informacién a prori puede derivar como caso par-
ticular el problema de minimos cuadrados restringidos a través de igualdades, conocido y
abreviado por sus siglas en inglés como el problema LSE, en este, se busca un vector x € R”
que satisfaga la ecuacién (4-1).

min || Az — b||, sujeto a Cz = d, (4-1)
donde A € R™ " (C € RP*" y con los vectores b € R™ y d € RP. Sea el caso mas frecuente
cuando m > n. El problema LSE puede ser reestructurado de la forma 4-2.

in ||[Az —b||. 4-2
min [[Az —b| (4-2)

El problema de minimos cuadrados restringidos puede ser resuelto a través de la factorizacion
QR cf. [58], en este trabajo utilizamos un método més eficiente basado en la descomposicién
presentada en la proposicion 4.0.1. En ese orden de ideas, como se definio, en la factorizacién
GRQ se tienen dos matrices ortogonales Q y U tales que AT = QRU y CT = @S, con
S e RP*™ vy R € R™*™ son matrices triangulares superiores, luego

in ||Az — b|| = mi To—b).
min [[Az —bl| = min [[[QRU]"z —b]
A través de la sustitucion y = QTz, esta ecuacién puede ser reescrita como

min UTRTQTx — b)|.
[QS}T[Qy]:dII[ Q"] |

Debido a que U es una matriz ortogonal (unitaria para el caso complejo), la norma euclideana
no se ve afectada por transformaciones ortogonales, véase Apendice A, entonces tenemos

min UUTRTQTz — b)||.
[STQT”Qy]:dH ( Q |

min [|[RTQ"x — Ub||.
STy=d

m ||R"y — Ub 4-3
Jpin [|R7y = U (4-3)

Para el caso donde la matriz A es sobredeterminada, es decir, posee mas ecuaciones que

variables, m > n, la matriz S es S = {501} y, STy = [ST 0] [yl], entonces
Y2

STy, =d. (4-4)

Asumiendo que P = Ub y que la matriz R tenga forma triangular asi
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Ry Rz O p
R: 0 R22 0 n—p
p n—p m—n

Aunque R también puede ser considerada de la forma

0 R R b
R: 0 0 RQQ n—p
m-n p n—p

Ahora, de 4-3 se tiene que,

STy=d STy=d Y2

0 0 D1
min |R"y — P||= min || |Rf; 0 {yl} — 2| ||-
Rl, R 3

Al calcular el valor de y; en 4-4, el problema puede ser truncado -debido a que y; se calcula
en 4-4- a

H;gn ||R1T2?Jl + R2T2y2 - p2||

nllgn | Ray2 — (p2 — Rigy)|l.

Como Ry es una matriz con valores a; # 0, es por tanto una matriz no singular, se justifica
que

Y2 = Ry (p2 — Ripy1) (4-5)

Dado el valor de y; en 4-4 y de y, en 4-5, el valor de x queda determinado por la soluciéon

r=Qy = Qry1 + Q212 (4-6)

Se observa de manera explicita, que en los calculos requeridos, la inversa necesaria Rng 0
[R1,]7!, es una matriz triangular superior, y dada la facilidad lograda comparada con otros
métodos, véase la solucion estimada a través de los multiplicadores de Lagrange §3-2 se ob-
tienen caracteristicas de un resultado con mayor estabilidad numérica, exactitud.

Ejemplo 2. Resolver el problema



4.1 Factorizacion GQR para minimos cuadrados restringidos 47

1 2 7
Sea A= |3 4|, b= |[1]|,C = [1 1}, d = [1], por la factorizacién GQR obtenemos
5 6

w

—0,7071 —0,7071
Q- | |\

—0,7071  0,7071

4 p
R:{ 8,573 0}

0 —1,2247 0O
0,7071 0 —0,7071
U= |-0,5773 —0,5773 —0,5773] ,
0,04082 —0,8165 0,4082
—1,4142
S = ’ .
]

Por lo tanto, la solucién dada por 4-6 es x; = 0,33333 y zo = 0,66667, que claramente
demuestra el cumplimiento de la restriccién de clausura. El problema desarrollado anterior-
mente fue presentado en [59], y fue resuelto a través de distintos métodos.

4.1.2. Aplicaciéon de la factorizacion GQR en cuaterniones

El estudio del problema de minimos cuadrados en cuaterniones, conocido como problema
QLS, y los diferentes caminos para resolver este problema ha ganado interés [31], [32]. En es-
te trabajo se presenta una manera de resolver el problema de minimos cuadrados restringidos
con restricciones de igualdad en cuaterniones a través de la factorizacion QR generalizada.
Previamente a la fundamentacion se expondran conceptos basicos sobre los niimeros com-
plejos, para luego introducir el concepto de cuaternion.

Gracias a la labor de Thomas Graves, en introducirle fundamentos de nimeros complejos
a Sir Edwart Rowan Hamilton en 1829, pudo realizar extensos estudios en esta rama, la
vision que adquirid, era contemplar la posibilidad de engranar el concepto matematico del
nimero complejo con una interpretaciéon geométrica, para luego permitirse pensar sobre la
generalizacion de los nimeros complejos a mas dimensiones.

Fue en 1843, tras estudios y publicaciones realizadas en la década, como se puede ver con
mas detalle en [39], y tras anos de trabajos y andlisis fallidos por parte de Hamilton al buscar
la generalizacién de los ntimeros, que yendo a una reunién de la Royal Irish Academy, y al
pasar por el puente Broome tuvo la epifania sobre la solucién a su problema, y con angustia
de que pudiese suceder algtin infortunio, con su navaja escribié en una roca la solucion, ésta
desaparecié, y posteriormente se erigié una placa con la ecuacién. Hamilton escribié en una
carta a su hijo Archibald [10]:
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“Manana serd el decimoquinto cumpleanos de los cuaterniones. Surgieron a la vida, o a la luz,
ya crecidos, el 16 de octubre de 1843, cuando me encontraba caminando con la Sra. Hamilton
hacia Dublin, y llegamos al Puente de Broughman. Es decir, entonces y ahi, cerré el circuito
galvanico del pensamiento y las chispas que cayeron fueron las ecuaciones fundamentales
entre 1, j, k; exactamente como las he usado desde entonces. Saqué, en ese momento, una
libreta de bolsillo, que todavia existe, e hice una anotacion, sobre la cual, en ese mismo
preciso momento, senti que posiblemente seria valioso el extender mi labor por al menos los
diez (o podian ser quince) anos por venir. Es justo decir que esto sucedia porque senti, en
ese momento, que un problema habia sido resuelto, un deseo intelectual aliviado, deseo que
me habia persequido por lo menos los quince anos anteriores. No pude resistir el impulso de
coger mi navaja y grabar en una piedra del Puente Brougham la formula fundamental con

los simbolos i, j, k:
=2 =k =ijk=—-1

que contenian la solucion del Problema, que desde entonces sobrevive como inscripcion.”
p.637

Asi, una nueva rama surgié de las manos de Hamilton, él consideraba que el espacio tiempo
podia ser representado a través de estos nimeros hipercomplejos debido a que viven en R*,
3 dimensiones representan el espacio y la restante el tiempo. Hamilton se dedico a trabajar
enteramente sobre sus fundamentos y aplicaciones, fue asi como en 1853 publicé “Lecciones
sobre cuaterniones” y en 1866, como obra péstuma tras un ano fue publicado “Elementos
de los cuaterniones”, siendo sus obras mas representativas acerca de estos ntimeros, de igual
manera, realizd diversos aportes en campos de la fisica como éptica, dindmica y astronomia.

La cadena de generalizacién continud, pues de los niimeros reales estan los complejos, luego
los cuaterniones y se desarrolld6 mayor complejidad tras su legado, los octiones, representan-
do ntimeros de un algebra de dimensién 8, que gracias a los cuaterniones formaron nuevas
ramas y estudios sobre el no cumplimiento de las propiedades basicas de ciertos operadores;
si en el caso de los cuaterniones no se cumple la conmutatividad, para el caso de los octiones
no se cumple las propiedades conmutativa y asociativa. Mayores detalles de la historia del
surgimiento de estos nimeros pueden ser encontrados en [39], [10].

Ahora desde un enfoque conceptual, analicemos los nimeros complejos y como se generalizan
a cuaterniones.

Lés ntimeros complejos, fueron definidos en palabras de Hamilton como un par de niimeros
reales x = (a,b) que cumplen ciertas operaciones algebraicas, por otra parte, Euler utiliza la
notacién a + bi donde 72 = —1, siendo ambas equivalentes, a corresponde a la parte real del
nimero complejo, y b corresponde a la parte imaginaria, éstas se denotan por Re(z) =a 'y
Im(z) = b. Sea la propiedad modulativa para la adicién el valor (0,0) y para la multiplica-
cién (1,0).



4.1 Factorizacion GQR para minimos cuadrados restringidos 49

Figura 4-1.: Representacion del plano de Argand para nimeros complejos.
Y

21

Intervienen estos nimeros con dos operaciones conformando un cuerpo, siendo la adicién y
multiplicacion respectivamente

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
(a,b) * (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

A través del plano de Argand -figura 4-1- se puede realizar una representacién grafica de
los niimeros complejos. En dicho plano, los nimeros reales se ven representados por un eje,
mientras que los nimeros complejos generan el plano siendo ¢ la unidad imaginaria.

Gauss indico que las dificultades del andlisis grafico para los niimeros complejos realizados
por Caspar Wessel y por Sir. William Rowan Hamilton consistian en que utilizaban en su
representacion grafica segmentos de recta determinado por las componentes de a para las
abcisas y de b para las ordenadas; entonces ¢l matematico aleman indicé que un punto de
vista idoneo era considerar los nimeros complejos solamente como puntos en el plano, ademas
el consider6 y fue aceptado en el mundo académico no llamarlos niimeros imaginarios sino
nimeros complejos.

Las operaciones de adicién y sustraccién permanecen analogas al tratamiento grafico que se
realiza para los vectores en R?, por otra parte, la multiplicacién de dos ntimeros complejos
queda representado por una rotacion ademas de la dilatacién o contraccién segin sea el caso
de los vectores, y basados en los planteamientos de Euler, una manera alterna de ver este
efecto es en términos de la norma y la angulo del vector.

Se puede encontrar como representacién matricial de un niimero complejo la siguiente ex-

. _ [a —b}
presion para z = a + br = )
b a

Un cuaterniéon generaliza a méas dimensiones un nimero complejo, esto es posible al anadir
tres unidades imaginarias i, j y k.
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Figura 4-2.: Representacién gréafica para un cuaternién @ en R3.

k
i
| j
/ :
—k
i)k
1 i)k
ilil-1]k|j
iljlk[-1]1
klk|j|-i]-1

Tabla 4-1.: Multiplicacion de cuaterniones

Definicién 5 (Cuaternién). Sean a,b,c y d € R, ademds considere tres unidades imagina-

rias i,J y k. Un cuaternion ) es un numero representado por la forma

Q=a+bi+cj+dk (4-7)

Véase la representacion grafica de un cuaternion en la figura 4-2; ademaés considere que la
relacion de las unidades imaginarias se da a partir de satisfacer las siguientes propiedades:

j=k=—ji (4-8)
i=j=—ik (4-9)
k=i=—kj (4-10)
i =% =k =ijk=—1 (4-11)

La tabla de multiplicacién para los cuaterniones permite aplicar con sencillez el resultado
del producto entre las unidades imaginarias como se evidencia en la tabla 4-1.
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Veamos las propiedades de un cuaternién escuetamente. Se cumple la propiedad de adicién
de cuaterniones para p y q asi

p+q = (po+p1i+ paj + psk) + (o + i + q25 + qzk)
= (po+q) + (p1 +q1)i + (P2 + q2)j + (p3 + @3)k

La multiplicacién estéa dada al aplicar la propiedad distributiva entre todos los términos y
aplicar las condiciones de Hamilton presentadas en las Ecuaciones (4-8)-(4-11)

p*q = (po+ p1i+ p2g + psk) * (g0 + 17 + q2J + q3k)
= (pogo — P11 — D292 — P3q3) + (Poqr + P1Go + P23 — P3q2)i
+ (Pog2 — P1as + P2qo + P3q1)j + (Pogs + P1Ge * P2q1 + P3qo)k

La multiplicacién se puede expresar a través de un vector 4 x 1 segin [27]

Podo — D191 — P292 — P34q3
P1qo + Poq1 + P2qs — P3q2
D290 + Pog2 + P3q1 — P143
D3qo + Pogs + P192 — P21

pxq= (p07p17p27p3) * (QO;(]l,Q%QB) =

El primer componente del vector representa el producto interno entre dos cuaterniones

P q = poqo + P1q1 + P2q2 + P3qs3

Siguiendo con otras propiedades que cumplen los cuaterniones se tiene la existencia de un
médulo aditivo, esto es p + (—p) = 0, y un modulo multiplicativo pp~t = p~1p = 1.

En cuanto a la asociatividad de la adicién y multiplicacién para los cuaterniones se cumple
que
p+g+r)=(p+q+r

(pq)r = p(qr)

La conmutatividad se satisface para la adiciéon, p + ¢ = ¢ + p, sin embargo no se cumple
esta ley en la multiplicacién pgq # qp, véase por ejemplo la tabla de multiplicacién de los
cuaterniones, asi, cumplen propiedades que lo permiten conformar un cuerpo no conmutativo.

Como propiedades adicionales se define el conjugado de un cuaternion por

D=po—P1—DP2—D3

El inverso de p es
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LD
p =
p|?

La norma o valor absoluto de p es

!p\:\/p3+p?+p§+pi

Una vez definidas las propiedades béasicas, y conociendo su representacion grafica, puede ser
definido un cuaternion a través de matrices, siguiendo a [31],[32], tenemos que un cuaternion
q = a+ b+ cj + dk, esta representado a través de una matriz con valores reales de orden 2

at+bi c+di
—c+di a—bi

O, aunque mas extensa, pero con mayor facilidad para su manejo, en una matriz de orden 4

a —b d —c
b a —c —d
4-12
—d ¢ a —b ( )
c d b a
-1 -0 0 -1
. L . 0 -1 -1 0
Por ejemplo, ¢ = —1 + j esta representado por una matriz 0 1 1 0
1 0 0 -1

Ejemplo 3. Resolver el problema

min
xT

—-14+5 -k -1
. I .
7 14+ 1
En [32] se presenta un método para el problema de minimos cuadrados sobre cuaterniones, en
este trabajo a través de la factorizacién GQR se resuelve de manera equivalente min || Az —b|.
€T

Dada la representacién matricial expresada en 4-12, es facil comprobar que

1 -0 0 -1 0 0 -1 0 -1 0 0 0
0 -1 -1 0 0 0 0 1 0 -1 0 0
0 1 -1 0 1 0 0 0 0 0 -1 0
4_|t 00 —1to-1 0 0o , 0O 0 0 -1
0O -1 0 0 1 0 0 —1|’ 0 -1 0 0
1 0 0 0 0 1 -1 0 1 0 0 0
0O 0 0 —-10 1 1 0 0 0 0 -1
0O 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0
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La solucion del problema de minimos cuadrados es

P00 -
o 1P
L3,
v_ |3 0 0 3
0 -3 0 0
%0001
0 0 0 —3
0 0 3 O

2 1,
3 T30
i

O, realizando el proceso inverso en 4-12, se obtiene la solucién {
3

Del mismo modo que se presenta la solucién al problema de minimos cuadrados sobre cua-
terniones, conocido por sus siglas en inglés como QLS, también se puede aplicar el mismo
proceso, para el problema de minimos cuadrados restringidos con restricciones de igualdad
sobre cuaterniones.

Los cuaterniones tienen multiples aplicaciones en diferentes campos, es muy 1til en rotaciones
espaciales para la aplicacion en robdtica, al ser una alternativa frente al uso de angulos de
Euler, otras aplicaciones son expuestas en [27]. En [60] es usado para reconocimiento facial,
pero también tiene otras aplicaciones en geometria, mecanica electromagnética, relatividad,
modelado en naves espaciales.
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Es la naturaleza lo que proporciona los primeros
elementos de las cosas y la ensenanza lo que
completa su desarrollo.

Retérica a Herenio, Lib. III. Autor Desconocido.
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5.0.1. Simulacién

Se presenta mediante la simulacion a través del software R para la comparacion de cuatro
métodos a través de dos criterios en tres etapas.

Los cuatro métodos son: basado en multiplicadores de Lagrange §3,1, método del espacio
nulo y eliminacién directa §3.1.3 y el método basado en la factorizacion QR generalizada,
expuesto en el capitulo 3. Los dos criterios para la comparacién son la norma euclidiana
del residual Az — b y la norma euclidiana del residual Cxz — d, -para la ultima etapa se
evalia a través de la norma Frobenius-. Las tres etapas bajo los cuales se ponen a prueba los
algoritmos son: para la primera etapa en aplicaciones de MCR con restricciones de igualdad
con matrices sobredeterminadas, pues comunmente este tipo de matrices son encontradas
en la practica, la segunda etapa es anadiendo colinealidad a la matriz de restriccion y/o
de diseno; y la ultima etapa es para la aplicacion de MCR, con restricciones de igualdad en
cuaterniones.

Etapa 1: Matrices sobredeterminadas

Dado que en la practica se suelen encontrar diversas aplicaciones en estadistica multivariada,
diseno de experimentos, bioestadistica, actuarial, aplicaciones fisicas, etc. donde la matriz de
diseno A tiene méas ecuaciones que variables. Se ponen a prueba los 4 métodos desarrollados
en este trabajo variando el tamano de A segun los siguientes tres casos.

Caso 1: m =10

Siendo A € R'*5 una matriz sobredeterminada y C' € R**® una matriz subdeterminada, la
simulacion de 500 matrices para el primer caso se observa en la tabla 5-1.

En la tabla se evalian los dos criterios para los cuatro métodos desarrollados considerando
10 ecuaciones para la matriz de diseno. Los residuales en la tabla expresan la cantidad de
problemas en los que la norma euclidiana fue inferior que los demas métodos.

Comparacion para m = 10

Criterio | Lagrange | Dir. Elimination | Nullspace | GQR
Ax —b 240 240 240 260
Cx—d 226 226 226 274

Tabla 5-1.: Comparacion de 4 métodos de solucion
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Comparacion del Residual Ax-b
30
o]

20 o Método

Dir Elim
GOR

2

Residual

Lagrange

I

10 Mullspace

Figura 5-1.: Residual Az — b para 4 métodos de solucion

Comparacion del Residual Cx-d

20 o

15

I, Meétodo
Dir Elim
GOR

10

Residual

Lagrange

T e e

Mullspace

0 25 50 75 100

Figura 5-2.: Residual C'x — d para 4 métodos de solucion

El método basado en multiplicadores de Lagrange, Eliminacion Directa y el método del
Espacio Nulo, presentan resultados idénticos para los residuales Az —by C'x—d, por lo tanto,
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no hay criterio de comparacién entre estos tres métodos. Por consiguiente, la comparacién a
nivel de resultados en los residuales es de estos tres métodos, denotados desde ahora como
el grupo 1 frente al rendimiento del método GQR.

En la grafica 5-1 se observan 100 problemas distintos, sin diferencias visualmente significa-
tivas para el residual Ax — b, ademas la tabla 5-1 muestra que entre el grupo 1 y el método
GQR, la norma del residual para GQR fue inferior en los 500 problemas distintos para el
52 % de los casos, indicando que para m = 10, no hay diferencias significativas para los
cuatro métodos.

De manera anéloga para el residual C'x — d, como se muestra en la grafica 5-2, no se apre-
cian diferencias ostensibles entre los métodos, del total de problemas, un 54.8 % muestra un
inferior valor para el residual de la restriccién en el método GQR.

Caso 2: m =50

Considere las matrices A € R>**25 y ' € R2*25 15 tabla 5-2 resume los indicadores para
comparar los cuatro métodos a través de la simulaciéon de 500 problemas.

Comparacion para m = 50

Criterio | Lagrange | Dir. Elimination | Nullspace | GQR
Ax —b 255 255 255 245
Cx—d 235 235 235 265

Tabla 5-2.: Comparacion de 4 métodos de solucion
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Comparacion del Residual Ax-b
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En la grafica 5-3 no se observan diferencias significativas para el residual Az — b, y la tabla
5-2 muestra que entre el grupo 1 y el método GQR, la norma euclidiana del residual para
GQR fue inferior entre los 500 problemas distintos para el 49 % de estos, evidencia de que a
pesar del aumento de ecuaciones, se mantienen las similitudes entre los cuatro métodos.

De manera anéloga para el residual C'x —d, como se muestra en la grafica 5-4, no se aprecian
diferencias ostensibles entre los métodos; del total de problemas un 53 % muestra un valor

inferior para el residual de la restriccion a favor del método GQR.

Caso 3: m = 100

Finalmente para la primera etapa, a través de las matrices A € R190%50 v ' ¢ R?5X50 en Ia
tabla 5-3 se observan los resultados obtenidos de los dos criterios de comparacion para la su

aplicacion en 500 problemas.

Comparacién para m = 100
Criterio | Lagrange | Dir. Elimination | Nullspace | GQR
Axr —b 231 231 231 269
Cx—d 224 224 224 276

Tabla 5-3.: Comparacion de 4 métodos de solucién

Comparacion del Residual Ax-b
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Comparacion del Residual Cx-d
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Figura 5-6.: Residual Cx — d para 4 métodos de solucion

En la grafica 5-5 no se observan diferencias significativas, y la tabla 5-3 muestra que entre
el grupo 1 y el método GQR, la norma euclidiana del residual Az — b para GQR fue inferior
entre los 500 problemas distintos para el 53.8 % de los casos, evidencia de que a pesar del
aumento del doble de ecuaciones y variables, se mantienen las similitudes entre los cuatro
métodos en la comparacion del grupo 1 y el método GQR.

Anélogamente, analizando el residual C'r — d, segin la gréafica 5-6, no se aprecian altas dis-
crepancias en el desempeno de los tres métodos, del total de problemas un 55.2 % muestra
un inferior valor para el residual de la restriccién en el método GQR.

Etapa 2: Multicolinealidad

La correlacion entre variables afecta las estimaciones como se enuncié en §2.3, modelos
sobreajustados o modelos en los que existe y no se prueba la multicolinealidad, pierden la
validez de las estimaciones, para esta etapa, se trabaja particularmente con la colinealidad, es
decir, la presencia de 2 variables correlacionadas. Se analiza la presencia de multicolinealidad
para A, para C'y para A y C' al tiempo.

Dada una matriz A € R™*™ con rango k, tal que k < n, y a través de 100 iteraciones para
los tres métodos, con variaciones en los tamanos de las matrices de diseno para m = 10 y
m = 100, se obtienen las comparaciones de los residuales para Az — by Cx — d como sigue.
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Subetapa 2.1: Colinealidad para m=10

Comparacién de los residuales
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Figura 5-7.: Residuales para la colinealidad en A con m = 10
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Comparacion de los residuales

10-

Residual
* Ax-b
* Cxd

Yalor
L ]
- B

-

Mullspace Direct Elimination GOR
Método
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Subetapa 2.2: Colinealidad para m=100

Comparacion de los residuales
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Comparacion de los residuales
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El metodo basado en multiplicadores de Lagrange no es ttil cuando se presenta colinealidad
en la matriz de diseno, tal como se mencioné en §3.1, y cuando solo se presenta colinealidad
en la matriz de restricciones se mantiene la estabilidad en sus resultados tal como para el
método del espacio nulo y GQR.

Las diferencias que se obtuvieron en la simulacion de los 100 problemas se dié para la
colinealidad en la matriz de restricciones C' a favor del método de eliminacién directa, y
para las matrices con colinealidad simultanea en A y C' cuando aumenta el tamano de la
muestra en m = 100 el valor de ambos residuales disminuye ligeramente respecto de los
demas métodos. Por otra parte, no se aprecian diferencias significativas entre el método del
espacio nulo y GQR para el tamano de las matrices, para el tipo de colinealidad o de los
residuales Az — b, ni Cx — d.

Etapa 3: Cuaterniones

La dinamica del algoritmo para su aplicacién en cuaterniones, se evidencia a través de valores
simulados a partir de niimeros aleatorios distribuidos normalmente. Son puestas a prueba
100 matrices aleatorias tales que A € C3*? y C' € C'*2, obteniéndose solucién para los cuatro
métodos: Lagrange, Espacio Nulo, Eliminacién Directa y GQR.
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Comparacion del Residual Ax-b
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Comparacion del Residual Cx-d

3e-13 o
Ze-13
Metodo
E 4 o —2= Dir Elim
E: o ? - - GOR
(=]
w —o- Lagrange
—2= Mullspace
1e-13
0e+00
0 25 50 75 100
n

Figura 5-14.: Residuales para los métodos de solucién para cuaterniones

Debido a que los resultados de solucién son matrices complejas, la comparacion de los méto-
dos es evaluada a través de la norma Frobenius, pues por definicién es apropiada para el uso
de matrices.

De las 100 matrices simuladas, la norma Frobenius para los residuales Ax — b fueron en un
94 % menores para el grupo 1 contra el método GQR;; para el residual C'x — d fueron menores
en un 74 % de los problemas evaluados a favor del método GQR. Aunque el porcentaje es
evidencia de diferencias significativas en los residuales a través de la norma Frobenius y
que son compensadas entre ambos criterios, se observa que salvo casos excepcionales el
rendimiento del método GQR presenta altas similitudes entre los cien problemas. El método
basado en multiplicadores de Lagrange presenta diferencias en el valor del residual C'x — d
respecto de los demas métodos en la totalidad de los problemas simulados.



6. Conclusiones y recomendaciones

6.1. Conclusiones

El estimador de minimos cuadrados restringidos basado en los multiplicadores de Lagrange,
garantiza la existencia de un estimador insesgado y eficiente si las restricciones impuestas en
el modelo son verdaderas respecto del estimador no restringido. Ademas, si las restricciones
no son verdaderas, se obtiene un estimador que a pesar de ser sesgado permanece siendo
mas eficiente que el estimador sin las restricciones. La comparacién entre ambos modelos ha
sido establecida mediante la metodologia de la prueba F y la prueba de hipodtesis del error
cuadratico medio.

La resolucion de problemas de minimos cuadrados restringidos de manera sistematica ha sido
expuesta en el Apéndice B, desarrollando cédigos de programacién sin antecedentes previos
de ninguno de los siguientes algoritmos en el software R a través del paquete LSE que se
encuentra en el repositorio CRAN y GitHub:

» Factorizaciéon RQ de una matriz.
» Factorizacién QR generalizada de una matriz.

» Desarrollo de minimos cuadrados restringidos a través de la factorizaciéon QR genera-
lizada.

= Desarrollo de minimos cuadrados restringidos a través de multiplicadores de Lagrange.
= Desarrollo de minimos cuadrados restringidos a través del metodo del espacio nulo.

= Desarrollo de minimos cuadrados restringidos a través del método de eliminacién di-
recta.

» Transformaciones matriciales que permiten pasar del cuerpo de los cuaterniones a los
reales y viceversa.

La comparacion de métodos permite demostrar la validez de los resultados del método GQR,
las estimaciones obtenidas han sido evaluadas a través de una simulacién entre los cuatro
métodos de solucion desarrollados. En términos de residuales no hay diferencias superiores
al 56 % entre las estimaciones obtenidas del método GQR frente a los demés métodos para el
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caso de matrices sobredeterminadas ni para el caso de colinealidad en la matriz de disenio A,
de la matriz de restricciones C', y en presencia de colinealidad en ambas matrices simultanea-
mente. En lo que respecta a la aplicacién de cuaterniones, el comportamiento del algoritmo
GQR muestra ser 1til, no asi el método de multiplicadores de Lagrange en la medicién de la
norma Frobenius para el residual de la restriccion Cx — d en comparacién con los métodos
restantes.

6.2. Recomendaciones

Se recomienda el estudio para la obtencién de un estimador que no se base en multiplicadores
de Lagrange, dada la ineficiencia que muestra el método es algunas situaciones, como en las
estimaciones de la varianza del estimador, la cual recae en otros procesos como calculo de
errores estandar, que influye en intervalos de confianza y predicciones. Ademas, es un método
muy limitante y genera poca confiabilidad a pesar de la facilidad para su implementacion.
Aunque permite el desarrollo de los momentos para el estimador restringido, la falta de
versatilidad para los factores expuestos en la simulacion pone en duda que las estimaciones
sean validas.

El método de eliminacién directa y el método del espacio nulo presentaron un buen ren-
dimiento en términos de estabilidad numérica y exactitud de los resultados para todos los
factores considerados en la simulacion.

Evaluar el comportamiento de otros factores que permitan analizar el modelo de minimos
cuadrados restringidos, en caso de ser apropiado los factores pueden incluir, y sin limitarse
a:

= El uso de otras factorizaciones matriciales como LU, Choleski, descomposicion de va-
lores singulares (DVS).

= El uso de otros métodos numéricos como gradiente descendiente, SOR, etc.; y métodos
basados en técnicas de regularizacion.

» En contextos de sensibilidad de resultados, como el nimero de condicién, el error hacia
adelante o hacia atras, etc.

= En matrices con pivoteo, actualizando filas o columnas, matrices densas o dispersas,
etc.
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A. Ortogonalidad

A.1. Propiedades ortogonales

El uso de vectores ortogonales dada su caracterizacion es 1til para mejorar la estabilidad
numérica de los resultados, pues permite preservar si asi se desea, las columnas o filas mas
significativas, es decir, aquellas que aportan mas informacién, entonces se reducen las di-
mensiones originales.

Definicién 6 (Vector ortogonal). Dos vectores x; y x; son ortogonales si se cumple que
T

xz;x; = 0, este hecho es representado también como x; L x;.De manerd mas general, se
puede pensar la ortogonalidad entre dos vectores como a’b = 0, para el caso donde a,b € C,

pues ésta es la definicion de producto interno en el conjunto de los nimeros complejos.

Definicién 7 (Norma de un vector ortogonal). Sea un vector x transformado por una matriz
ortogonal Q asi ||Qx||. Se puede probar que ||Qx| = ||z||.

Demostracion. Sea || - || la norma euclidea, por definicién
]l = v/ (2, 2)
Tomando cuadrados se tiene ||z|| = (x, z), entonces para el caso en ||Qz|| a través de dicha

igualdad, obtenemos

1Qz|” = (Qz, Q)
(Q,Qx) = (Q2)"(Qu) = 2" Q"Qr = 2" Iz = «"x
Y finalmente tomando raiz cuadrada se obtiene
vz, z) = |zl
O

De tal manera se afirma que una transformacién ortogonal preserva longitudes, las transfor-
maciones constan de reflexiones, rotaciones y traslaciones.
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También se puede observar que el dngulo entre dos vectores es el mismo a través de trans-
formaciones ortogonales, recuerde que

(z,y) = |[z[l[ly[l cos(6)

entonces

(Qr,Qy) (z,9)

arc CoS ————————— = aIcCoS

1Q]|2[|Qyll ]2l

Definicién 8 (Vector ortonormal). Cuando la longitud del vector es equivalente a la longitud
de un vector unitario, calculado a través de x;/||z;||3, y ademds el vector es ortogonal, se
dice que se obtiene un vector ortonormal.

Definicién 9 (Independencia lineal en vectores ortonormales). Un conjunto de vectores
ortonormales son linealmente independientes.

Demostracion. Si la coleccion xq, x9, 3, ..., X; se supone que es un conjunto ortonormal,
ademas se supone que a1x| + T +- - - + a;x;, entonces

0 = XT; (OjlfL‘l + (6] +---+ Oéi(L'Z‘)

0=oy(2] 1) + o] w2) ++ - + i) z;) + - + (2] x;)

Para el componente x; dado que es ortonormal, entonces x;x; = 1, pero asi se incumpliria
el supuesto planteado inicialmente, por lo tanto, solo se mantiene la igualdad si todos los
coeficientes a; = 0 dado que los vectores sean ortonormales, véase [9]. O]

Definicién 10 (Subespacio ortogonal). Dos subespacios son mutuamente ortogonales cuando
tly=0,six€S; yy €S}, coni+# j. Un vector que es ortogonal a todos los vectores de
un subespacio se dice que es un vector normal al subespacio.

Definicién 11 (Vector ortonormal). El complemento ortogonal de un subespacio A, es una
relacion simétrica entre dos subespacios, donde dicho complemento, denotado por A+ es el
conjunto de todos los vectores ortogonales a A.

Definicién 12 (Matriz ortogonal). Una matriz A se dice ortogonal si AAT = ATA =1,
pues la matriz estd conformada por filas o columnas ortonormales. Para el caso A € C, se
denomina matriz unitaria si AA" = A" A = I, siendo A" la matriz transpuesta conjugada.

Por lo tanto se concluye para el caso real y complejo respectivamente que A~' = AT y
A~ = AT,

Definicién 13 (Dimensién de una matriz ortogonal). El espacio generado por las colum-
nas de la matriz A, cumple que si A € R™ ", y el rango de la matriz es rango(A) =
k(min{m,n}), entonces rango(A) = nulidad(A)*



A.2 Proyeccién 7

A.2. Proyeccion

Definicién 14 (Proyeccién). La proyeccion de un vector x sobre un vector y, donde x # 0
es

(z,y)
Py =
Y |||

Definicién 15 (Proyeccion Ortogonal). Si y es la proyeccion, y el vector resultante de la
diferencia entre la proyeccion y el vector proyectado es un vector ortogonal al subespacio
donde pertenece y, entonces (y —x)y = 0, ésta es la base sobre la cual es maneja la minimi-
zacion de este vector, llamado residual, para el ajuste del método de minimos cuadrados, y
se denomina proyeccion ortogonal.

En términos de proyeccién recordemos que se obtiene ortogonalidad entre los vectores, si
P,z = 0. Ahora, para una proyeccién como sucede en minimos cuadrados, sea el subespacio
V € R™, al proyectar un vector x sobre V', se obtiene el vector z, si esta proyeccion es orto-
gonal, entonces es la menor distancia, y se asevera que |x — z| < |z —w|[,Yw € V1w # 2,y
también que P,(x — z) = 0.

En palabras, se tiene que el vector (z — z) es el vector residual, del cual se obtendra el que
tenga la menor norma, a través del vector z, que es la proyeccién del vector respuesta sobre
el espacio generado por las columnas de A, denotado usualmente por C'(A), asi es como z es
una combinacién lineal de las columnas de A que garantiza minimizar el vector residual.

De manera matricial, se puede obtener el operador de proyeccién a través de una matriz
A € C, con las siguientes caracteristicas de A:

» A es una matriz simétrica, i.e., AT = A.

» A es una matriz idempotente, i.e., A2 = A.

[Pyl < ]

€1

A es una proyeccién ortogonal si Nulidad(A) = (Imagen(A))

» Si B es una matriz ortonormal de rango completo k, entonces BB = A, la matriz A
es una proyeccion ortogonal.

Dados distintos vectores que generen el mismo subespacio, la matriz de proyeccion es
Unica.
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En el contexto de la proyecciéon para la aplicacién en minimos cuadrados se tiene que del
modelo Ax — b, donde b es el vector a ser ajustado, se realiza una proyeccion ortogonal de
b sobre el espacio generado por las columnas de A, que es el espacio columna C(A), ésta
proyeccién es el vector Az. Si A es una matriz de rango completo, entonces la proyeccién es
Pocay = A(ATA)~t AT, Por tltimo, el vector residual e puede ser expresado en términos de
g = (I — PC(A))b.

A.3. Métodos de ortogonalizacién

Con el objetivo de realizar una descomposicién matricial, para facilitar los procesos numéri-
cos, se aplica una transformacion ortogonal a una matriz para que las filas 6 las columnas
sean linealmente independientes, dadas las razones expuestas en §2.3 para justificar que el
eje central es la factorizacion QR, se presentan tres métodos cominmente utilizados.

Si bien, para los tres casos se define la factorizacion QR, la cual consiste en ortogonalizar las
columnas de una matriz, empezando por la primera hasta la tltima; se define la factorizacion
RQ de una matriz como el proceso de ortogonalizar las filas de una matriz iniciando con la
ultima hasta terminar en la primera fila, para lo cual, los tres métodos son validos a través
de los siguientes pasos.

Dada una matriz A € R™*", la factorizacion RQ comprende la siguiente secuencia

Sea A la matriz A a la cual se le ha invertido el orden a las filas.

Se calcula la factorizaciéon QR de AT = QR.

Se obtiene la matriz ortogonal () a través de invertir nuevamente las filas de la matriz

0.

El factor triangular R es una matriz triangular inferior, al permutar las filas y poste-

riormente las columnas se obtiene R como triangular superior.

En caso de ser A € R™* ™ se obtiene la permutacion de filas a través de una matriz
)

Asi, PA indica la permutacion de las filas y AP la permutacion de las columnas. En §B se
expone el codigo asociado a la factorizacion RQ para una matriz A € R™*",
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A.3.1. Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Sean w1, Zs, ..., T, vectores linealmente independientes, se busca general el mismo espacio
a través de a7y, 2o, ..., T,, vectores ortogonales. El proceso es realizado a través del uso de
proyeccion ortogonal como sigue.

Los vectores y denotaran los nuevos vectores ortogonales, para el primer caso tenemos:

Y =T

El segundo vector 9, es la diferencia -la cual es ortogonal-, del vector x5 con la proyeccion
ortogonal de x5 sobre ¥,

<$2,y1>
(yl,y1>

Para el tercer caso se acumulan las diferencias de x3 sobre proyecciones ortogonales de los

Yo = Tg — Y1

vectores anteriores

(z3,91) (T2, y2)

Ys = T3 — Y1 — Y2 = T2 — Y2
( ) (Y2, y2)

Y1,

En general, el calculo estd determinado por

-1

< <xmuyi>
; (Yi> i)

Finalmente, la base ortogonal esta formada por vy, s, - . . , Y. La base obtenida puede hacerse

ortonormal en caso de ser requerido a través de

Y1 Y2 Ym
ol w2l llymll

En caso de terminar el algoritmo antes de obtener los m vectores, el algoritmo ofrece claras

evidencias de depenencia lineal entre el vector en el cual se haya obtenido y; = 0.

Puede serse en Bjorck, una versién modificada, que busca mejorar la estabilidad numérica
del método expuesto. A continuacién aplicaremos otras técnicas basadas en los conceptos de
reflexién y rotacion

A.3.2. Rotaciones de Givens

Ademas de que una transformacion ortogonal preserva longitudes, también se demostré que
preserva angulos, si se cumplen estas dos condiciones se denomina transformacién isométrica.
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El operador matricial para una rotacién en sentido horario esté definido por

o [cos(e) —senw)]

sen(f)  cos(0)
Es trivial que esta matriz es ortogonal.

Las rotaciones permiten la obtencién de ceros, para este caso en R?, son ceros en la segunda
coordenada, a través del sistema Q7z = z, que de manera expandida es

cos(0) —sen(0)] [z]| |z

sen(f) cos(9) | ly] |0
El proceso es secuencial, para cada columna, se giran los vectores y se forman ceros bajo el
pivote, de esta manera, se forma la matriz triangular para el calculo de R.

Suponga la matriz en R?, definida por

Inicialmente, el proceso es el calculo de la rotacion para la primer columna de A a través del

o) o)) Lon] = 13

Donde z; = /a2, + a3,. Asi, se obtiene la primer columna de la matriz triangular superior

sistema QT = z, es decir,

R, la segunda columna es

cos(0) —sen(0)] [a12]  |z12

sen(f) cos(0) | laxn] |22
Entonces se cumple que A = QR, donde @ es la matriz de rotacién obtenida del producto
de las matrices utilizadas en el proceso, y R es

R— [211 212}

0 299

De manera general, este proceso se obtiene de una rotaciéon en los componentes ¢, 7 del
sistema QT = z, que al expandirse es
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1 ... 214 e Zhi e Zji o zln- —a:h»_ _zh--
0 ... cos(@) ... ... ... sen(0) ... zp| |zu 21
0 ... A oo Zen| 1T = |21k
0 ... —sen(f) ... ... ... cos(8) ... zj| |21 21

10 0 0 0 L | [%in] | Zin |

A.3.3. Reflexiones de HouseHolder

La reflexion también es representada a través de una matriz, pero, en principio observe que
para realizar una reflexion a través de una recta, sea ésta la recta x, se puede obtener un
vector ortonormal y, que conforman una base de R?, de tal manera que, la reflexién se define
por

—ay + P

Entonces la transformacién lineal realiza el proceso

Q(ay + Br) = —ay + Bx

Sea la matriz de proyeccién para y asf, P = yy’, y Px = 0si (x,y) = 0. La matriz de reflexién
se define a partir de () = I —2P. Pues asi podemos obtener que Qy = y—2Py = y—2y = —y,
ademés Qr = x — 2Pz =z — 2(0) = x.

Por lo tanto el operador reflector esta definido por la matriz

2
Q:I—ﬁny, dondeB:T
vy

O, equivalentemente, donde 7, es el vector normalizado

Q=1-p99"

Siendo y un vector ortogonal al plano de reflexién. Por otra parte, la matriz () es ortogonal
QQT = I, simétrica Q = Q7, idempotente Q? = Q y es una involucién Q = Q.
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Al igual que las rotaciones de Givens, el proceso de obtencién de Q, es secuencial, entonces
para n columnas, se tiene que Q) = Q1Qs ..., Q..

El plano de reflexion se obtiene a partir de una columna arbitraria de la matriz original, a
través de la expresion

y = x — ||z|le1, con e; como el vector canénico de la misma dimensién que z.

Tras la obtencion del valor de y, se calcula la matriz de reflexién (). El proceso entonces es,
aplicar ()1 A, en la matriz resultante se observard ceros bajo el pivote de la columna esco-
gida. Se repite el proceso utilizando la submatriz del pivote utilizado previamente, es decir,
tomando una nueva columna -de una dimensiéon menor que la matriz original- para calcular
una nueva matriz (o, y realizar el producto QQ1Q2 = Q. Al finalizar con las n columnas de
A, se define la matriz ortogonal final como QQ = Q1Q)> ... Q, v la matriz triangular superior

como R = QT A.



B. Cddigos de programacion

A continuacion se exponen los codigos de programacion para el software R, se requiere de
los paquetes pracma y MASS.

B.1. Método basado en multiplicadores de Lagrange

Lagrange = function(A,C,b,d){

x_norm = solve(t(A)%x%A) %x% t(A)%*x%b
x_norm + solve(t(A)%*%A) %x% t(C) %x*%
solve( C %x*% solve(t(A)%*%A) %x% t(C) ) %x% (d-C %x*% x_norm)

B.2. Meétodo del espacio nulo

Nullspace = function(A,C,b,d){
stopifnot(is.numeric(A) & is.numeric(C) & is.numeric(b) & is.numeric(d))

RC
QC

householder (t(C))$R
householder (t(C))$Q

p = Rank(C) #Rank es del paquete pracma

QiC = QC[,1:p]
Q2C = QC[, (p+1) :ncol(QC)]
x1 = ginv(C) %x% d

y2 = ginv(A %x)% Q2C) %) (b-A %) x1)
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x = x1+Q2C %*% y2

B.3. Método de eliminacion directa

DirElimination = function(A,C,b,d){
stopifnot(is.numeric(A) & is.numeric(C) & is.numeric(b) & is.numeric(d))
p = Rank(C) #Rank del paquete pracma

C_1 =C[1l:p,1:p]
C_2 = C[1:p, (p+1) :ncol(C)]

A_1 = A[,1:p]

A_2 = A[,(p+1):ncol(A)]

bl = b[1:p,]

b2 = b[(p+1) :nrow(b),]

E=A2- A1 Yx) ginv(C_1) %x% C_2
J=Db - A_1 %) ginv(C_1) %x*% d

x2 = ginv(E)%*%J

x1 = ginv(C_1) %x*}% (d-C_2%*%x2)

rbind(x1,x2)

B.4. Algoritmo para la factorizacion RQ de una matriz

RQ = function(y){

stopifnot(is.numeric(y))



B.5 Algoritmo GQR de una matriz

Permutar_fila = function(x){

A = matrix(0,nrow(x) ,ncol(x))

for (i in 1:nrow(x)) {
Alnrow(x)+1-i,] = x[i,]

}

A

}

Permutar_columna = function(x){
A = matrix(0,nrow(x) ,ncol(x))
for (i in 1:ncol(x)) {

Al,ncol(x)+1-1] = x[,i]
}
A

# Paso 1: Revertir las filas de la matriz
yy = Permutar_fila(y)

# Paso 2: Descomponer la matriz
Q1 = householder(t(yy))$Q
R1 = householder(t(yy))$R

# Paso 3: Permutar Q
J = Permutar_fila(t(Q1))

# Paso 4: Permutar filas y luego columnas de R
# para ser una matriz triangular superior
K_1 = Permutar_fila(t(R1))

K = Permutar_columna(K_1)

# Resultado
liSt(”Q"=J, "R"=K)

B.5. Algoritmo GQR de una matriz

GQR = function(x,y){
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if (nrow(x) !'=nrow(y)){
stop("Las matrices x y y deben tener el mismo nimero de filas.")

3

stopifnot(is.numeric(y),is.numeric(y))

Q = householder(y)$Q
S = householder(y)$R
W = RQC t(Q) %*%h x )3Q
R = RQC t(Q) %*% x )$R

list("Sean Q,W matrices ortogonales y R,S matrices triangulares superiores,
# se cumple que A"T=QR y B"T=QSW.",

"Q"=Q,
"R"=R,
"W=W,
"$1=8)
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B.6. Algoritmo de LSE a través de GQR

LSE = function(A,C,b,d){
stopifnot(is.numeric(A) & is.numeric(C) & is.numeric(b) & is.numeric(d))
if (nrow(t(A)) !'=nrow(t(C))){

stop("Las matrices AT y C°T deben tener el mismo nimero de filas.")

}

m = ncol(t(A))
n = nrow(t(A)) # o equivalentemente n = nrow(t(C))
p = ncol(t(C))

RT = t(GQR(t(A),t(C))$R)

R11T = RT[m-n+1:p,p:p]
R12T = RT[m-n+p+1:p,p:p]
R22T = RT[m-n+p+1:p,n-p:n-pl]

ST = t(GQR(t(A),t(C))$S)
S11T = ST[1:p,1:p]

P = GQR(t(A),t(C))$Wi*b

P1 = P[m-n,1]

P2 = P[m-n+1,1]

P3 = P[m-n+p+1,1]

y1 = ginv(S11T)%*%d

y2 = ginv(R22T)%*}%(P3-R12T%*%y1)

rbind(y1l,y2)
GQR(t (A),t(C))$Q%*%y

“H K<
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B.7. Algoritmo de LSE a través de GQR para
cuaterniones

La aplicacion del algoritmo para la soluciéon de minimos cuadrados a través de cuaterniones
permanece invariante en los codigos de los métodos previamente expuestos, pues como se
indicé en 4-12, al transformar un cuaternién a una matriz con valores reales de orden 4, ense-
guida se ejecutan los algoritmos propuestos. De igual manera se desarrolla el codigo opuesto
para transformar las matrices con valores reales a matrices cuyas columnas representan los
ejes 17,17, )7 y k.
Cuaternion = function(a,b,c,d){
Q = matrix(c(a,-b,d,-c,b,a,-c,-d,-d,
c,a,-b,c,d,b,a),4,4,byrow = T)

Anticuaternion = function(x){

t2

t1

a=0
b=0
c=0
d=0
aq = matrix(0,t1,4*t2)

ncol(x)/4
nrow(x)/4

for (1 in 1:t2) {

for (i in 1:t1) {
ali] = x[4%i-3,4x%1-3]

for (j in 1:t1) {
b[j] = x[(4*j-2),4%1-3]

for (j in 1:t1) {
clj] = x[(4%j-1),4%1-2]
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}

for (j in 1:t1) {
d[j] = x[(4%j),4%1-2]
d

for (j in 1:t1) {
aqlj, (4x1-3):(4x1)] = cbind(aljl,bl[j]1,c[j]1,d[3])
}

columnas = C("l" uin uju "k")
colnames(aq) = c(rep(columnas,t2))

list("Filas de la matriz compleja"=tl, "Columnas de la matriz compleja"=t2, aq)



